
从代数数论到朗兰兹纲领

1 代数数论的基本概念

这其实是一篇对于 Geek 学院的唐乾老师（tq 猫）即将到来的关于朗兰兹
纲领的沙龙的预习笔记。他说主要会涉及到代数数论的内容，所以我们先来铺垫
一些代数数论。

1.1 数域与代数整数

首先，我们知道有理数域 Q 是所有分数的集合，而在代数数论中，我们关心
的往往是比 Q 更丰富的数域。设 K 为一个有限维扩张的域，也就是说，K 可以
看作 Q上的有限维向量空间。此时，我们称 K 为数域。例如，二次域 Q(

√
d)（其

中 d 为不等于完全平方数的整数）便是最简单而又典型的数域之一。
在数域 K 中，有一类非常重要的元素叫做代数整数。简单地说，一个元素

α ∈ K 若满足一个首一整系数多项式

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0, ai ∈ Z,

则称 α 为代数整数。注意，这里我说的“整系数”其实也体现了整数环的性质。
你可能会好奇，为什么要引入代数整数？其实，这与我们希望将整数的良好性质
延拓到更广阔的数域有关。事实上，代数整数在数论中扮演着类似整数在 Q 中的
角色。正如在高中时我们学习整数的唯一分解定理一样，代数整数中也存在类似
的分解理论，但这时分解的对象不再是素数，而是理想。

1.2 理想与分解

在 Z 中，每个整数都能分解成素数的乘积，而在一般的代数整数环 OK 中，
由于唯一分解往往失效，我们引入了理想这一概念。理想是环论中一种非常神奇
的对象，它不仅弥补了元素分解的不足，还开启了一扇通向更深层次数学结构的
大门。
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具体地说，一个子集 a ⊆ OK 若满足：对任意 α, β ∈ a 有 α− β ∈ a，且对任
意 α ∈ a 和任意 γ ∈ OK 都有 γα ∈ a，则称 a 为一个理想。代数数论中的一个核
心定理便是：在 OK 中，虽然元素分解可能不唯一，但理想分解却是唯一的。也
就是说，每个非零理想都可以唯一地分解为素理想的乘积。
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虽然理想分解在形式上与整数分解极为相似，但它却隐藏着更深的结构。这
种结构在后来的朗兰兹纲领中会起到至关重要的作用。

二次域与理想分解的具体例子

在具体的数域中，二次域是我们首先接触到的实例。记 K = Q(
√
d)，其中 d

为一个非完全平方的整数。对于这样的域，其代数整数环的结构与性质具有相当
独特的魅力。下面我将详细讨论二次域中理想的分解及其相关性质。

2.1 二次域的整数环结构

二次域 K = Q(
√
d) 中的整数环记作

OK =

Z
[√

d
]
, d ≡ 2, 3 (mod 4),

Z
[
1+

√
d

2

]
, d ≡ 1 (mod 4).

这里，取决于 d 的模 4 余类不同，整数环的形式也随之变化。这种现象虽然看似

2.2

偶然，其实背后隐藏了深刻的二次型理论。在学院群聊讨论时，有前辈详细解释了
这一现象与分圆域以及单位群结构之间的关系。

理想分解与类数概念

在二次域中，虽然元素分解可能失去唯一性，但正因如此，我们引入了类数
（class number）的概念来度量这种偏差。类数实际上反映了理想类群的大小，即：

hK = #
(
{非零理想}
{主理想}

)
.

如果 hK = 1，那么整数环就是唯一分解域；若 hK > 1，则存在非平凡的理想类。
通过具体例子，我们可以看到对于某些 d，类数竟然大于 1，这正好证明了“唯一
分解失效”的现象。看到这里，我不禁联想到高中时学习的整除性定理：有些问
题看似简单，但一旦放到更广阔的背景下便复杂无比。



在这一部分，我尝试用大量例子说明类数如何影响算术结构。比如对于 d =

3

−5 的情形，经过计算可以证明 hK = 2。这种现象让我猜测，也许可以通过计算
其他负整数 d 的情形来归纳某种普遍规律，不过我目前也只停留在猜测的层面。

代数数论中的高级概念

在基本概念之外，代数数论还涉及许多更深层次的理论，例如局部域、完备
化以及 p-进数理论。这些内容虽然在高中阶段未曾接触，但我在自学过程中略有
涉猎，试图从直观上理解其背后的思想。

3.1 局部化与完备化

当我们讨论数域时，常常需要考虑局部情形，即固定某个素数 p，研究 Q 在
p-进度量下的完备化，得到 p-进数域 Qp。类似地，对于一般数域 K，我们也可以
对其在某个素理想 p 处进行局部化，从而得到局部域 Kp。这种局部与全局的对
比构成了代数数论的重要思想之一。正如在物理学中，我们既可以研究局部的微
观结构，也可以关注全局的宏观现象，两者相互印证。
猜测：局部化这一思想正是朗兰兹纲领中的一个基本出发点，它将局部信息

和全局信息联系起来，形成了数学中一条贯穿始终的主线。

3.2 p-进数与 Hensel 引理

为了进一步研究局部域，我们需要引入 p-进数的概念。记 p 为素数，p-进数
Qp 可以看作是对有理数的一种完备化，使得距离由 p-进度量定义。这里有一个
非常有趣的工具——Hensel 引理，它允许我们将多项式在模 p 意义下的根提升到
Qp 中。Hensel 引理在证明许多定理时起到了关键作用，其思想与牛顿迭代法有
几分相似。

3.3

一些联想：也许可以用 Matlab 编写一个数值实验，通过迭代的方法直观展
示 Hensel 引理的工作原理。

朗兰兹纲领的萌芽

从局部与全局的对比出发，我们已经初步感受到代数数论的深邃与广阔。事
实上，正是在这种思想的推动下，现代数学家开始构思一种宏大的统一理论，即



4 模形式与 L

朗兰兹纲领。虽然朗兰兹纲领远比我们现在讨论的这些概念要复杂得多，不过

在这里，tq老师也只是试图给出一种初步的印象，让大家有个大致了解。

函数的初探

4.1

进入 20世纪，数学家们发现了模形式与 L函数在数论中无处不在的地位。模
形式不仅仅是某种函数，它们蕴含着深刻的对称性和自守性，而 L 函数则是描述
数论对象“震动”性质的重要工具。下面我将从基础概念讲起，逐步引入模形式
与 L 函数的内容。

模形式的基本概念

模形式是一类在上半复平面上定义的解析函数，它们满足一定的自守性条件。

设 f(z) 为上半复平面上的函数，如果它满足对所有 γ =

(
a b

c d

)
∈ Γ（Γ 为某个

离散子群，例如 SL2(Z)）有

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)kf(z),

则称 f(z) 为权 k 的模形式。这里的变换性质反映了模形式内在的对称性。每当
我读到这些公式时，总觉得它们就像魔法阵一般，将复杂的数论问题转化为对称
性和几何结构的研究。

4.2 L 函数的构造与性质

与模形式相伴随的，是 L 函数的构造。一般来说，给定一个模形式 f(z)，我
们可以通过它的 Fourier 展开

f(z) =
∑
n≥0

a(n)e2πinz

构造出相应的 L 函数
L(f, s) =

∑
n≥1

a(n)

ns
.

这一系列函数在解析延拓及满足某些函数方程后，揭示出数论中的许多深刻性质。
例如，狄利克雷 L 函数便是最早被研究的 L 函数之一，其零点分布和广义黎曼假
设之间的联系至今仍是数学界悬而未决的问题。



4.3 Ramanujan τ 函数与其 L 函数

作为模形式理论中的一个经典例子，Ramanujan τ 函数具有非常丰富的结构。
记

∆(z) = q
∞∏

n=1

(1− qn)24 =
∑
n≥1

τ(n)qn, q = e2πiz,

它不仅是一个权 12的模形式，而且其系数 τ(n)满足许多神秘的性质。例如，Ra-
manujan猜想预言了 τ(n) 的界限，这一猜想后被 Deligne证明。这一成果不仅解
决了数论中的经典问题，也为朗兰兹纲领中的自守表示提供了宝贵的启示。

5 朗兰兹纲领的初步理解

朗兰兹纲领（Langlands Program）被誉为 21 世纪数学的“统一理论”。它试
图建立起数论、表示论、几何学以及分析之间的深刻联系。虽然朗兰兹纲领涉及
的内容极为广泛和深奥，但我将尽力用自己的理解，从一个高中生的视角去窥探
其中的部分奥秘。

5.1 自守表示与局部-全局对应

朗兰兹纲领的核心思想之一是将代数数论中的 Galois 表示与自守表示联系
起来。简单来说，自守表示可以看作是从某个群到一般线性群的一个同态映射，
而 Galois 表示则描述了绝对 Galois 群在某种意义下的对称性。朗兰兹纲领大胆
地猜想，所有的自守表示都可以与某些 Galois 表示一一对应，从而为数论中的各
类 L 函数构造统一的解释。
虽然这一猜想的证明过程涉及庞大的工具体系，但其核心思想其实和比较初

等的对称性概念有异曲同工之妙。比如：群论中群的表示。



5.2 全局与局部的桥梁

朗兰兹纲领不仅仅是局部和全局之间的对应，更是一座连接代数、几何与分
析的宏伟桥梁。在局部方面，我们讨论了 p-进数域和局部 Galois 群；在全局方
面，则涉及到整个数域以及其整数环上的理想分解。通过局部-全局原理，我们可
以把局部信息拼凑成全局结论。这里的逻辑严谨而优美，仿佛一幅精心构造的拼
图，每一块都不可或缺。

5.3 Galois

这种局部与全局之间的互补关系在其他数学领域也会有所体现，比如在代
数几何中，局部的切空间和全局的射影簇之间的联系，这正是数学家们孜孜以求
的统一理论。

表示与模形式的对应

朗兰兹纲领中最迷人也是最神秘的一部分，便是 Galois表示与模形式之间的
对应。简单来说，给定一个模形式，我们可以构造出一个与之相关联的 Galois 表
示；反之，许多 Galois 表示也来源于某些模形式。这种对应不仅揭示了数论中两
大看似独立领域的内在联系，而且为我们理解 L 函数的零点分布等难题提供了新
思路。

5.4

为什么看似完全不同的两个数学对象竟能在朗兰兹纲领中找到共同的语言？
这也许这正是数学中“神秘的统一性”所在，这种统一性超越了具体的结构和计
算，而上升到一种哲学式的对称美感。

局部朗兰兹对应与全局朗兰兹对应

朗兰兹纲领的内容极为庞大，其中局部朗兰兹对应和全局朗兰兹对应是两个
重要的子命题。局部对应主要探讨局部 Galois 群与局部自守表示之间的关系，而
全局对应则将这一思想推广到整个数域。尽管目前许多全局对应问题仍处于猜想
阶段，但局部对应已经取得了显著的进展，并为全局问题提供了大量启示。
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通过和群友的讨论，我认识到朗兰兹纲领不仅是一系列深刻的猜想，更是
一种思想方法，一种打破领域界限、追求数学统一性的精神体现。

高级话题与跨领域联想

作为一个热爱数学的学生，我常常在学习过程中不满足于现有的知识，而尝
试从更高的角度去理解问题。在这一部分，我将从代数数论与朗兰兹纲领出发，谈
谈我对其他数学分支的联想与探讨，包括范畴论、代数拓扑和线性代数在更深层
次上的联系。



6.1 范畴论视角下的统一性

范畴论被称为数学的“语言”，它不仅仅是一种工具，更是一种思考方式。通
过引入函子、自然变换等概念，我们可以将不同数学领域中的对象归纳到同一个
框架下。我猜测，从范畴论的角度来看，朗兰兹纲领中的许多对应关系都可以解
释为某种函子之间的对偶或等价关系。虽然这一思想目前还没有完全严谨的表述，
但它给我带来了无限遐想。
举例来说，在研究 Galois 表示时，我们可以将绝对 Galois 群看作一个范畴

中的对象，而模形式则是另一个范畴中的对象。如果能够构造出合适的函子，使
得这两个范畴之间建立起等价关系，那么朗兰兹纲领就有望在更高层次上得到证
明。关于这一点，我在 nLab 上读到一些讨论，虽然内容略显抽象，但确实激发
了我对数学统一性的热情。

6.2 代数拓扑与 CW 复形的联想

另一个令我着迷的领域是代数拓扑。高中时，我们只是粗浅地接触了一些基
本概念，如同调群与基本群，而在代数拓扑的更高层次中，CW 复形提供了一种
构造拓扑空间的系统方法。这让我联想到：是不是可以将某些数论问题通过构造
相应的 CW 复形来进行“拓扑化”的研究呢？

6.3

例如，对于某个数域的整数环，我们可以设想构造一个类似于 CW 复形的空
间，将理想看作“细胞”，从而用拓扑不变量来刻画数论中的代数结构。虽然这一
想法目前还只是突发奇想的产物，但在 MathStackExchange 上似乎也曾有人
提出过类似的设想，不过我没有具体去研究过。

线性代数与表示论的交汇

线性代数是数学的基础，而表示论则可以看作是线性代数在群论中的延伸。
朗兰兹纲领正是建立在表示论的基础上，将 Galois 群、李群等对象的表示研究作
为核心内容。在这一过程中，我们反复使用矩阵对角化、特征值分解等线性代数
方法来揭示深层次结构。
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6.4 跨界实验

在上述讨论的基础上，我突然想到，或许可以借助现代计算工具，将代数数论
、模形式和朗兰兹纲领中的一些具体例子进行数值模拟。比如，利用 Matlab 编写
程序，对 Ramanujan τ 函数的前几项进行统计分析，观察其分布规律；或者构造
局部 Galois 群的有限维表示，并通过计算验证局部对应的某些猜想。当然这些实
验远未达到理论证明的严谨程度，但至少可以为我日后深入研究提供直观感受和
数据支持。

补充知识及未学内容的探索

在前面各部分中，我已经介绍了不少代数数论、模形式和朗兰兹纲领的基本
内容。但数学的世界浩瀚无垠，总有一些领域我们还未涉足。在这一部分，我将
记录下自己对于一些尚未完全掌握的知识的初步探索与思考。

7.1 初探测度论与复分析

测度论与复分析是现代数学的重要分支，虽然我目前只具有初步的了解，但
我认为它们与朗兰兹纲领中的解析部分有着紧密联系。例如，L 函数的解析延拓
和函数方程问题，就离不开复分析中的技巧；而在证明某些数论猜想时，测度论
中的积分理论也起到了关键作用。

7.2

也许通过进一步学习复分析，我们能够更好地理解 L 函数在临界线附近的
行为，从而为广义黎曼猜想等问题提供一些新的思路。

抽象代数学的进一步拓展

在我目前所学的抽象代数学中，主要停留在群论、环论以及基本的域论上。然
而，要深入理解朗兰兹纲领，我们必然需要掌握更高级的工具，例如伽罗瓦理论
以及抽象代数中更深层次的结构。记得在一次课堂讨论中，有位老师提到，朗兰
兹纲领实际上是伽罗瓦理论的一种推广，将数论中的对称性与表示论中的对称性
紧密联系在一起。
现在我们突然发现，伽罗瓦理论中的“群与域”的关系与后来的“自守表示

与 Galois 表示”的对应存在某种神秘的共性。这一部分内容我还没有系统学习
，我会在后续的自学过程中努力补充，以期能够在将来对朗兰兹纲领有更为深刻
的理解。



7.3 Sato-Tate 猜想与 L 函数零点分布

另一个令我十分感兴趣的话题是 Sato-Tate 猜想。这个猜想最初是关于椭圆
曲线上 Frobenius 元素的分布问题，后来被推广到更一般的 L 函数情形。事实上，
对于许多模形式所对应的 L 函数，我们可以探讨其零点和临界值的分布情况，这
无疑与朗兰兹纲领中所探讨的自守表示有着密切联系。
突然发现这里的 L 函数零点分布我们还没有学过，所以我们先简单了解一下

：在一些简单情形下，通过数值实验可以观察到 L 函数的零点似乎服从某种随
机矩阵理论中的分布规律。这一现象使得人们猜测，可能存在一种深刻的概率论
机制在背后调控着数论对象的统计性质。由于时间原因，先打住，回到刚刚的主
线，继续探讨朗兰兹纲领的基本思想。



以上内容仅记录了我对代数数论及朗兰兹纲领的一些初步理解和思考过程，可能
有很多错误。希望能从 tq 猫的沙龙中获取更多知识。

9 附：部分计算与例题

为了使得理论部分更加具体化，我在此附上一些计算例题和证明过程，帮助
自己巩固所学知识，并为未来可能的研究提供参考。

9.1 二次域中理想分解的具体计算

以 K = Q(
√
−5) 为例，其整数环为 OK = Z[

√
−5]。众所周知，这个整数环

不是唯一分解域。考虑整数 6 ∈ OK，有两种不同的分解：

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5).

在这里，我通过计算发现这两种分解无法通过乘以单位元相互转换，从而验证了
唯一分解的失效。接下来，通过引入理想的概念，我们可以证明：

(6) = p22 · p3, 其中p2 = (2, 1 +
√
−5), p3 = (3, 1 +

√
−5).

这一证明过程虽然细节繁多，但每一步都充满了逻辑美感，让我感受到了数学严
谨的力量。

9.2 Ramanujan τ 函数的数值探索

作为模形式中的一个典型例子，我尝试用 Matlab 模拟 Ramanujan τ 函数的
部分数值情况。令

∆(z) = q
∞∏

n=1

(1− qn)24 =
∑
n≥1

τ(n)qn,

并通过截断乘积求出前若干项的系数。初步观察显示，τ(n) 的增长和震荡现象非
常明显，与其背后隐含的模形式对称性密切相关。这一实验虽然简单，但却让我
对理论与数值之间的联系有了更直观的认识。



9.3 局部朗兰兹对应的初步证明构想

在学习局部朗兰兹对应时，我曾试图构造一种简单的证明思路。设 F 为局部
非阿贝尔局域域，其绝对 Galois 群记为 GF。目标是证明存在一个自然的对应关
系：

{有限维连续表示ρ : GF → GLn(C)} ←→ {自守表示}.

目前这一证明在我这里还停留在猜测阶段，但通过对比局部类域论和已有的数论
结果，我认为这一对应关系至少在某些特殊情形下是成立的。


