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2022.2.1更新

终于翻译完了！新年快乐各位！

Il nous montre une correspondance subtile et fine, comme venue du vide.

Yuanjue Chou 2楼 1月31日

作为数学家，我们常常阅读到某个已知定理的很棒的新证明，我们享受这种不同的方法，但仍

旧从我们最初所学的方法中获得内在的理解。这篇文章旨在大幅改变数学家思考与教学的方

式。——Sheldon Axler[1]

数学家们在他们工作的几乎每一天都自信地操作集合。无论是在与实数或复数集、向量空间、

拓扑空间、群还是诸如此类许多基于集合的结构打交道时，我们都是如此。这些潜藏其中的集

合论操作是如此自然，以至于我们很少对它多加思考，并且我们处理集合时犯错的情况也极为

少见。

然而，只有非常少的数学家能够正确的指出什么是被经常视作集合论的公理——除非查证它

们。我们不会梦想在没有初步学习公理的情况下和李代数什么的打交道。然而，即使我们中的

许多终其一生都没有研习集合论的所谓公理，我们工作的正确性也没有受到损害。这启示着我

们，在有意识或无意识中，我们都携带了一套供我们使用的可靠的处理原则来操作集合【译

注：从某种角度上来说，我们大多在以朴素集合论作为基础处理问题，这些够用了。早期朴素

集合论所遇到的困难因公理化集合论的存在而消弭，而公理化集合论的不完全性遇到的问题我

们往往忽略】 。

那么如果我们把这些原则中的一部分写下来，并且把它们看作集合的公理会怎么样呢？这篇文

章就是为了表明这是可以被达成的，以一种简单可行的方式。我们根据 F.William Lawere 的

[3,4]描述了一个公理体系，它们被非正式地呈现在下面的表格里。这些公理已足以应对几乎全

部数学家对集合所做的事。所以只要我们想，我们就可以把古典的公理全部扔掉，并使用这些

作为替代。
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为何重思集合论？

传统的集合论公理体系是策梅洛-弗伦克尔集合论加上选择公理，通常记为 ZFC。以这个公理

体系为基础，许多伟大的工作已经被达成。然而 ZFC 有一个主要的瑕疵：它对名词“集合”

的使用与大多数数学家使用它的方式相冲突。

这个问题的根源在于在 ZFC 的架构中，集合的元素也是集合。因此，给定一个集合 ，在

ZFC 中，询问" 的元素的元素是什么"总应当是有意义的。现在，常规数学中集合最典型的例

子就是 。呐，让我们随机从数学家中抽取一名幸运观众，问他，“ 的元素是什么呢？”，

那么他很有可能会认为他听错了，或者对你说你的问题没有任何意义。如果非要给出回答，他

们可能会回复你实数是没有元素的。但是这就与 ZFC 对“集合”的用法相矛盾了：如果说

的所有元素都是集合，呐它们都没有元素，也就是说它们都是空集，这就意味着所有实数都

是相等的。

好了，那我们是否——也许——能继续使用 ZFC 但是忽略集合中的元素必须是集合的要求

呢？很可惜，不行。这会让我们无法陈述 ZFC 的公理。举个例子，有一个公理表述道：【译

注：即正则公理，

】每一个非空集 中都存在某个元素 ，使得 。这仅当 X 的元素都是集合时才有

意义。当 X 是一个一般的比如 的集合时，很少有人会把这条公理看做是有意义的：毕竟，

是什么？

我能预料到对这些批评的反对意见。集合论的传统方法不仅包括 ZFC，而且还包括将许多不同

类型的数学对象（实数、微分算子、随机变量、黎曼 Zeta 函数......）编码为集合的一系列方

法。这类似于计算机软件将多种类型的数据（文本、声音、图像......）编码为二进制序列。在

 1. 

 2. 

 3. 

 4. 

 5. 

 6. 

 7. 

 8. 

 9. 

 10. 

 函数的合成是结合的，并且具有单位元 

 存在⼀个恰好只有⼀个元素的集合

 存在⼀个没有元素的集合 

 ⼀个函数由它对于元素的影响决定 

 给定集合 X 和 Y , 可构造它们的笛卡尔积 X × Y  

 给定集合 X 和 Y ,，可以构造从 X 到 Y的函数的集合

 给定 f : X⟶ Y  以及 y ∈ Y ,

 可以构造逆像  (y).f −1

 集合 X 的⼦集与 X 到 {0, 1} 的函数相对应 

 所有⾃然数构成⼀个集合 

 每个满射都有⼀个右逆元 

X

X

R π

R

∀X[X ≠ ∅ → ∃Y (Y ∈ X ∧ X ∩ Y

= ∅)]

X x x ∩ X = ∅

R

π ∩ R



这两种情况下，即使是设计者也会同意，编码方法是有些随意的。因此，有人可能会反对说，

本就没有人声称像“π的元素是什么”这样的问题有着有意义的答案。

然而，前几段中的批评与编码问题无关。无可修饰的事实是，在 ZFC 中，问一个集合“它的

元素有哪些”总应当是有效的，而在普通的数学实践中，它又是无效的。也许为这两个目的使

用同一个词“集合 ”便是一种误导。

三个误解

下面介绍的公理化是 Lawvere 的集合范畴基本理论（Elementary Theory of the Category of

Sets, ETCS），是在半个世纪前在[3,4]中首次提出的。在这里，它是以一种不需要任何范畴论

知识的方式来表述的。由于这个公理化的范畴渊源，通常会出现三个误解。

首先是认为其基本动机是用范畴论来取代集合理论。 其实不然。这里描述的方法不是集合论的

竞争对手：它就是集合论。

其次是认为这种公理化要求比其他公理化（如 ZFC）具有更多的数学复杂性。 这是不对的，

但可以理解。几乎所有关于 Lawvere 的公理的工作都是在拓扑学中进行的——这是一个美丽

而深刻的主题，但并不容易被外人理解。人们一直知道公理可以以完全初级的方式呈现——尽

管一些作者强调了这一点 [3, 5, 6, 10, 11]，但它并没有得到应有的广泛重视。本文旨在使它变

得浅显易懂。

第三个误解是，因为这些关于集合的公理来自范畴论，又因为范畴的定义涉及对象的集

（collection）和箭头的集，而“集（collection）”可能意味着类似“集合（set）”的东西，

所以存在着一种循环性； 为了将集合范畴公理化，我们必须已知什么是集合。但是，尽管我们

的方法是受范畴启发的，它并不依赖于拥有一个一般的范畴的定义。事实上，我们的公理化

（第 2 节）并不包含“范畴”这个词的任何一个实例。

换句话说，循环性在这里并不比在 ZFC 中更成问题。非正式地说，ZFC 说“有一些东西叫做

集合，集合上有一种二元关系叫做隶属关系，并且一些公理成立”。而我们会说“有一些叫做

集合的东西和一些叫做函数的东西，有一个叫做函数合成的操作，并且一些公理成立”。在这

两种情况下，这些 "东西 "都不需要形成一个集合 (不管那是什么意思)。用逻辑学的术语说，这

两种公理化都只是一阶理论。

Il nous montre une correspondance subtile et fine, comme venue du vide.
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1.序言：以函数作元素

数学家的词典上包括诸如集合、函数、元素、子集和等价关系等术语。任何关于集合的公理化

都会选择其中一些概念作为基本概念，并推导出其他概念。传统的选择是集合和元素。我们使

用集合和函数。

正式的公理化将在第2节中介绍。然而，提前考虑其中一个方面将是有益的：如何从函数的概

念中推导出元素的概念。

假设我们已经知到了一个单点集的特征，而不知道元素是什么 (我们将在下面这样做)。 选定一

个单点集 。对于任何集合 ，一个函数  本质上只是 的一个元素——

毕竟这样一个函数  是由  的值唯一决定的（图2（c））。因此，

这是一个很travial的观察，以至于大家很容易把它当作一个单纯的形式上的把戏而不予理会。

然而恰恰相反，类似的对应关系在整个数学领域都有发生。比如说 (见图2)：

拓扑空间 中的一个回路(loop)是一个 的连续映射

中的一条直线是一个 的保距映射(distance-preserving map)

集合 中的一个序列是 的一个函数

方程 在环 中的一对解 是一个同态

在每一种情况下，“是”这个词既可以被看作是一个定义，也可以被看作是一个典型的、一一

对应关系的论断。在第一种情况下，我们从圆中映射出来，但其是一个“独立的”回路；在第

1 = {∙} X 1⟶ X X

f f（ ∙） ∈ X

元素是函数的特殊情况

X ⟶ XS1

Rn R⟶ Rn

X N⟶ X

+ = 1x2 y2 A (x, y)

Z[X, Y ]/ ( + − 1)⟶ AX2 Y 2

https://chaoli.club/index.php/attachment/61f79b6d81df4_fig2.png


二种情况下， 是一条独立的线；在第三种情况下， 的元素 形成一个独

立的序列；在最后，  的一对元素 是 的独立

的解 。同样地，在我们travial的情况下，集合 是一个独立的元素，而集合 的一个

元素只是一个映射 。

我们也可以挑剔一些，记 ，来表示函数 ，其自变量为 。 但我们会把 写

成 ，模糊了区别。事实上，我们以后将定义 的一个元素作为一个函数 。

这将使一些读者感到不舒服。你会同意在 的元素和 的函数之间有一个典型的一一

对应的关系，但也许你在说 的一个元素实际上是 的一个函数时在两者间划开了界

限。 如果是这样，这并不是什么大事。 我们可以通过把“元素”加入到原始概念的表中来调

整第二节中的公理化。然而，我们将需要进一步使其复杂化，增加条件来保证（除了别的以

外）对于任何集合 ， 的元素和函数 之间有一一对应关系。这完全可以做到，但

我们选择更经济的路线。

我们已经看到，元素是函数的一个特例。还有一种函数和元素相互作用的基本方式：给定一个

函数 和 中的一个元素 ，我们可以在 处求 的值，得到一个新的元素，

。把元素看作是 的函数，这个元素 只不过是 与 的合成。也就是说，

可画图说明如下：

因此，

Il nous montre une correspondance subtile et fine, comme venue du vide.

R N 0，1，2，. . . . . .

Z[X, Y ]/ ( + − 1)X2 Y 2 (X, Y ) + = 1x2 y2

(x，y) 1 X

1⟶ X

x̄ 1⟶ X x ∈ X x̄

x X 1⟶ X

X 1⟶ X

X 1⟶ X

X X 1⟶ X

f: X⟶ Y X x x f

f(x) ∈ Y 1 f(x) f x

f(x) = f ∘ x

求值是函数合成的特殊情况
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2.公理

在这里，我们以完全初级的术语陈述我们关于集合和函数的十个公理。

正式的公理化运用了不同的字体【译注：因为没有别的字体，这里会用下划线以示区分；公理

正文直接扔引用框】，以区别于附带的评注。一些图表出现其中，但它们不是正式陈述的一部

分。
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首先我们说明我们的公理将适用于哪些数据。

有些东西被称作集合

对于每个集合 和 , 有些东西被称为从 到 的函数, 写作  或者 ;

对于每个集合 ， 和 ，一个运算赋给每个 和 一个函数

；

对于每一个集合 , 存在一个函数

这最后一项可以列入清单，也可以不列入，视个人口味而定。见下文第一条公理后的评论。

结合律和恒等律「Associativity and identity laws」



如果要从原始概念列表中省略恒等函数，必须用语句替换公理1的后半部分，即对所有集合

，存在一个函数 使得对所有 有 ，对所有

有 。这些条件表征 唯一。

单点集「One-element set」

我们想说“存在单点（元素）集”，但目前我们缺乏对“元素”的表达能力。但是，任何一个

单点集 都应该具有这样的性质：对于每个集合 ，恰恰有一个函数 。而且，只有

单点集应该具有此性质。这引起了以下定义和公理。

一个集合 是终端（terminal），当且仅当如果对每一个集合 ，都有唯一函数 。

X Y X Y f: X⟶ Y X Y⟶

f

X Y Z f: X⟶ Y g: Y ⟶ Z

g ∘ f: X⟶ Z

X : X⟶ X1X

公理 1

对于所有集合 和函数

我们有 . 对于所有集合 和函数 ，我们有

.

W , X, Y , Z

W X Y Z,⟶

f
⟶

g
⟶

h

h ∘ (g ∘ f) = (h ∘ g) ∘ f X, Y f: X⟶ Y

f ∘ = f = ∘ f1X 1Y

X : X⟶ X1X g: X⟶ Y g ∘ = g1X

f: W⟶ X ∘ f = f1X 1X

T X X⟶ T

T X X⟶ T

公理 2

存在一个终端集（terminal set）



从定义中很快跟上，如果 和 是终端集，那么从 到 存在唯一同构。(我们说一个函数 

是同构 ,当且仅当存在一个函数 使得 和 

。 ) 换句话说，终端集是唯一同构的。因此，一次性地确定终端集 是无害的。

对此担忧的读者参见本节最后几段。

给定一个集合 ，我们将 写成 ，并称 为 的元素。给定 和函

数 ，我们将 的元素 写作 。

空集「Empty set」

函数和元素「Functions and elements」

从 到 的函数应只是把 的元素变成 的元素的一种方式。

公理1, 2, 4意味着一个集合是终端，当且仅当它恰好有一个元素。 这就证明了 "单点集 "作为

"终端集 "的同义词的用法。

笛卡尔积「Cartesian products」

我们希望能够形成集合的笛卡尔积。 的一个元素和 的一个元素应该唯一确定 的一

个元素。更一般地，对于任意的集合 ，一个函数 和一个函数 应该

唯一确定一个函数 ，其由 给出。( 为了看到这确实是

“更一般的” ,取 。 )我们可以通过与投影 的合成从 中恢复 。

类此。如下定义所示。

设 和 是集合。 和 的乘积是集合 以及函数 ，其具有以下性质：

对于所有的集合 和函数 ，存在唯一的函数 ，使得

和 。

T T ′ T T ′

f: A⟶ B : B⟶ Af ′ ∘ f =f ′ 1A

f ∘ =f ′ 1B 1

X x ∈ X x:1⟶ X x X x ∈ X

f: X⟶ Y Y f ∘ x:1⟶ Y f(x)

公理 3

存在一个没有元素的集合

X Y X Y

公理 4

令 为集合， 为函数。假设对所有 , 。那么

。

X, Y f, g: X⟶ Y x ∈ X f(x) = g(x)

f = g

X Y X × Y

I : I⟶ Xf1 : I⟶ Yf2

f: I⟶ X × Y f(t) = ( (t), (t))f1 f2

I = 1 : X × Y ⟶ Xp1 f f1

f2

X Y X Y P X P Y⟵

p1

⟶

p2

I X I Y⟵

f1

⟶

f2

( , ): I⟶ Pf1 f2

∘ ( , ) =p1 f1 f2 f1 ∘ ( , ) =p2 f1 f2 f2



严格地说，一个积不仅由集合 构成，而且由投影 和 构成。 和 的任意两个积都是

唯一同构的：即给定积 和 ，存在唯一同构 ，使得

和 。如在终端集的情况下，这使得选择一次且对每一对集合 ，

有一个优先的积 是无害的。再次说明，这个惯例在本节末尾是无可

厚非的。

Il nous montre une correspondance subtile et fine, comme venue du vide.

公理 5

每对集合都有一个积

P p1 p2 X Y

(P , , )p1 p2 ( , , )P ′ p′
1 p′

2 i: P⟶ P ′

∘ i =p′
1 p1 ∘ i =p′

2 p2 X

Y (X × Y , , )prX,Y
1 prX,Y

2
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函数集「Sets of functions」

在日常数学中，可以构造从一个集合 到另一个集合 的函数的集合 ，对于任意的集合

，函数 与函数 一一对应，可以简单地通过改变符号来实现：

( , )。例如，当 时，这就简化为函数 对应 的元素。 在

中，我们暗藏运用了求值映射：

那么 变形成方程 ，如下定义中:

设 和 是集合。一个从 到 的函数集合是一个集合 和一个函数 ，

具有如下性质：

对于所有的集合 和函数 ，有唯一的函数 ，使得对于所有的

， ， 。

X Y Y X

I q: I × X⟶ Y : I⟶q̄ Y X

q(t, x) = ( (t))(x)q̄ (1)

t ∈ I x ∈ X I = 1 X⟶ Y Y X

(1)

ε: × XY X

(f, x)

⟶

⟼

Y

f(x).

(1) q(t, x) = ε( (t), x)q̄

X Y X Y F ε: F × X⟶ Y

I q: I × X⟶ Y : I⟶ Fq̄

t ∈ I x ∈ X q(t, x) = ε( (t), x)q̄
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逆像「Inverse images」

通常情况下，给定一个函数 和一个 的元素 ，我们可以构造逆像 。包

含函数 具有使 拥有自变量 的性质。此外，当 是一个函

数，使得 具有自变量 时， 的图像必须位于 内；也就是说， 对应

某个  (必然是唯一的)。

设 ， 为函数。 下 的逆像是一个集合 和一个函数 ，使得

对所有 ，以下性质都成立：

对于所有的集合 和函数 使得对于所有的 ， ，存在唯一的函数

使得  .

逆像本质上是唯一的：如果 和 都是 下 的逆像，则存在唯一的同

构 使得 。

特征函数「Characteristic functions」

有时我们想逐个定义一个函数。例如，如果 和 ，我们可能想用

定义 。一个简单的实例就是特征函数的定义。 固定两元素集

 (为了“真”和“假” )。子集 的特征函数是 ，定义为如果

，那么 ，否则 。它是唯一的函数 使得

。 特征函数通常是上面那样干活的。为了保证它们在我们的集合论中以同样的方

式工作，我们现在要求一个集合 和一个元素 ，具有刚才描述的性质：每当X是一个集

合且 时，就有唯一的函数  使得 。由于我们还没有子集的定

义，所以我们用内射术语来代替公理。（这是因为每个子集的包含  都是内射，并且

直到同构，每个内射都以这种方式产生。）

公理 6

对于所有的集合 和 ，存在一个从 到 的函数集。X Y X Y

f: X⟶ Y Y y (y)f −1

j: (y) ↪ Xf −1 f ∘ j y q: I⟶ X

f ∘ q y q (y)f −1 q = j ∘ q̄

: I⟶ (y)q̄ f −1

f: X⟶ Y y ∈ Y f y A j: A⟶ X

f(j(a)) = y a ∈ A

I q: I⟶ X t ∈ I f(q(t)) = y

: I⟶ Aq̄ q = j ∘ q̄

公理 7

对于每个函数 和元素 ， 下都存在 的逆像。f: X⟶ Y y ∈ Y f y

j: A⟶ X : ⟶ Xj′ A′ f y

i: A⟶ A′ ∘ i = jj′

x ≠ 0 h(0) = 0

h(x) = x sin(1/x) h: R⟶ R

2 = {t, f} A ⊆ X : X⟶ 2χA

x ∈ A (x) = tχA (x) = fχA χ: X⟶ 2

(t) = Aχ−1

2 t ∈ 2

A ⊆ X χ: X⟶ 2 (t) = Aχ−1

A ↪ X



一个内射是一个函数 使得对于 ， 。

一个子集分类器（subset classifier）是一个集合 和一个元素 ，具有如下性质：

对于所有的集合 和内射 ，存在唯一的函数 使得 是

下 的逆像。

记号 只是暗示性的写法。定义中并没有说 必须有两个元素，但是，nontravial的是，我们

的十条公理实际上暗示了这一点。

Il nous montre une correspondance subtile et fine, comme venue du vide.

j: A⟶ X a, ∈ Aa′ j(a) = j( ) ⟹ a =a′ a′

2 t ∈ 2

A, X j: A⟶ X χ: X⟶ 2 j: A⟶ X

χ t

公理 8

存在一个子集分类器

2 2
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自然数「Natural numbers」

在日常数学中，序列可以递归定义：给定一个集合 ，一个元素 ，以及一个函数

， 中存在唯一序列 使得

中的序列只不过是一个函数 ，所以前一句话实际上是关于集合 的语句。它还提

到 上的两个结构：元素  和由 给出的函数  。

一个自然数系是集合 加上一个元素  和一个函数 ，具有如下性质：

每当 是一个集合， 且 时，就会有唯一的函数 ，使得

和 ，适用于所有的 。

X a ∈ X

r: X⟶ X X (xn)∞
n=0

= a 且  = r( ) ，对于所有 n ∈ N.x0 xn+1 xn

X N⟶ X N

N 0 s(n) = n + 1 s: N⟶ N

N 0 ∈ N s: N⟶ N

X a ∈ X r: X⟶ X x: N⟶ X

x(0) = a x(s(n)) = r(x(n)) n ∈ N
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自然数系本质上是唯一的，通常意义上说，其中任意两个系统之间存在唯一的保结构同构。 这

就证明了说自然数 是合理的，就像我们一直以来所做的。

选择「Choice」

一个具有右逆的函数当然是满射的。选择公理陈述了其逆命题。

一个满射是一个函数 ，使得对于所有的 ，存在 与 。

一个函数 的右逆是一个函数 ，使得 。

一个从 到 的满射 的右逆是一个对于 中的每个 的非空集合 中的

一个元素的选择【原文：A right inverse of a surjection  is a choice, for each 

, of an element of the nonempty set  】 。

好，这里我们总结完了公理化。

“The”的含义

鉴于公理 2和公理 5中所采取的自由行事，这里我们想让任何读者都能对此放心。在那里我们

一次便直接选定了终端集和每对集合的笛卡尔积。

这种自由在数学实践中非常普遍。我们说“the”平凡群，“the”2 -球面，两个向量空间的

“the”直和等，即使我们可以构想出许多平凡群、2 -球面或直和，且它们都是同构却不相等

的。然而任何人试着问“但是是哪个平凡群? ”之类的问题都很可能会被冷眼相待，理由很充

分：关于群的任何有意义的陈述都不取决于平凡群的元素碰巧被称为什么。

然而，我们应该严格地陈述公理，并且我们可以做到。这样做的一种方式不是将某个特定的终

端集或特定的积挑出来，而是采取某种绕行方式：例如，将“对所有元素 ”的短语替换

为“对所有终端集 和函数 ”。

不过，更令人满意的做法是扩展原始概念列表。对现有列表( 集合、函数、合成和恒等 )，我们

添加：

公理 9

存在一个自然数系

N

s: X⟶ Y y ∈ Y x ∈ X s(x) = y

s: X⟶ Y i: Y ⟶ X s ∘ i = 1Y

公理 10

每个满射都有一个右逆

X Y s: X⟶ Y Y y (y)s−1

s: X⟶ Y

y ∈ Y (y)s−1

x ∈ X

T x: T⟶ X



一个特别的集合，

一个运算，其给每一对集合 分配一个 集合和函数

公理 2由 为终端的语句代替，公理 5由对于所有 和 ，集合 和上式中函数是

和 的乘积的语句代替。

这种方法具有反映普通数学用法的优点。我们通常把两集合的积 (或空间、群等) 看成是一个输

出一定的过程：那个积，而不是一个积【the product, not a product】 。但由于积在任何情

况下都是唯一确定至唯一同构，无论我们是否指定一个为特殊，都没有显著区别。

Il nous montre une correspondance subtile et fine, comme venue du vide.

1

X, Y X × Y

1 X Y X × Y

X Y
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3.讨论

这十条公理的直观内容是人们所熟悉的，但作为一个公理系统就不那么熟悉了。在此，我们讨

论将它们作为公理系统使用的意义。

在公理的基础上建造

任何事物的公理化之后都会有一段公理证明的过程。本公理也不例外。 下面是一个非常简要的

发展概述。

从形式上看，可将一个集合 的子集定义为一个函数 ，但我们经常使用公理 8提供

的函数 与到 的内射之间的对应关系。到 的内射 , 对应于 的同一个子

集，当且仅当它们有相同的像（即存在一个同构的 使得 ）。

我们的主要任务是建立用于操作集合的常用结构。 例如，给定一个函数 ，我们构

造 下 的一个子集的像和 的一个子集的逆像。 集合 上的等价关系 被定义为具有常

规属性的 的子集，公理允许我们构造商集 。 有些构造是棘手的：例如，公理意味着

任何两个集合 和 有一个不相交的并集 ，但这绝非显而易见。

然后我们定义通常的数字系统。自然数的加法、乘法和幂直接用公理 9来定义。从 开始，

我们以标准的方式依次构造 、 、 和 。 例如， ，其中 是

的等价关系，其定义为当且仅当 时， 。 正如这

一点所说明的，过了某一点，其发展与其他集合的公理化的发展完全相同。

X X⟶ 2

X⟶ 2 X X j j′ X

i = j ∘ ij′

f: X⟶ Y

f X Y X ∼

X X/ ∼

X Y X ⊔ Y

nat

Z Q R C Z = (N × N）/ ∼ ∼

N × N m + = + nn′ m′ (m, n) ∼ ( , )m′ n′
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这些公理有多强？

大多数数学家永远不会使用比十条公理所保证的集合更多的性质。例如，McLarty[13]认为，

在代数几何Grothendieck学派的经典多卷作品Éléments de Géométrie Algébrique (EGA)和

Séminaire de Géométrie Algébrique (SGA)中，任何地方都不再需要更多。

为了获得公理的伸展感，让我们考虑无限的笛卡尔积。让 是一个(可能是无限的)集合，

是一个集族。能否形成积 ？这取决于“族”的意思。我们可以将一个 -索

引族定义为集合 和一个函数 ，将逆像 看作第i个成员 。在这种情况

下， 可以构造为 的子集。具体地，引申出一个函数 ， 是

元素在 下对应 的逆像。

然而，我们可以对“ -索引族”进行不同的解释：作为一种算法或公式，将一组 分配给每

个 。不明显的是，我们可以形成不相交的并 ，这也是为了获得一个以前

意义上的族所必需的。事实上，对于一个集合 的幂集写 ，十条公理确实没有保

证无交并的存在

除非它们不一致[8, Section 9]

如果我们想改变这一点，我们可以添加第十一条公理(或其他适当的公理方案)，称为“替

换”，（正式论述见[12]的第8节）我们将其非正式地说明如下。假设我们有一个集合 和一个

一阶公式，对每个 指定一个集合 至同构。然后我们要求存在一个集合 和一个函数

使得对每个 ， 同构于 。这就保证了 等集合的存在.

我们的公理与ZFC的关系被很好地理解了。这十条公理比ZFC弱；但当加入第十一个时，这两

个理论的强度相等，是“双重可解释的” (同样的定理成立)。这种额外的强度有时是需要的；

例如，替换在无穷组合论的部分很重要。这十条公理对应的ZFC的哪一个片段也是已知的：

“策梅洛伴着有界理解和选择”。这种关系的细节多在20世纪70年代初 [2,14,15]中拟定。好

的现代描述可见[7, Section VI.10]和[9, Chapter 22]。

Il nous montre une correspondance subtile et fine, comme venue du vide.

I

(Xi)i∈I ∏i∈I Xi I

X p: X⟶ I (i)p−1 Xi

∏Xi XI : ⟶pI XI I I ∏Xi

I I pI 1I

I Xi

i ∈ I X = ∐i∈I Xi

S P(S) = 2
S

N ⊔ P(N) ⊔ P(P(N)) ⊔ ⋯ (2)

I

i ∈ I Xi X

p: X⟶ I i ∈ I (i)p−1 Xi (2)
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