
黎曼曲面及其映射

这是一份相当粗糙的黎曼曲面讲义。排版反复报错让我疲于奔命了，
所以这份笔记有点中道崩殂之感。将就着看吧。

1 黎曼曲面的基本定义
粗略来说，黎曼曲面理论就是将复分析推广到利用微分几何思想的一个
领域：
就像一个二维流形可以看作是由平滑拼接的实平面 R2 的若干片段

构成的复杂物体，我们则取复平面 C 的“片段”，通过解析的方式拼接
在一起。
我们已经知道，全纯函数理论非常美妙——它们都是解析的！因此，

在这里也可以预期同样的严格性。
实际上，在紧致的黎曼曲面上，相关理论甚至比全纯函数的情形更

加优雅。例如：

• 对于两个黎曼曲面 X 和 Y（其中 Y 是紧致的），任何从 X 到 Y
的亚纯函数 f 实际上都是全纯的，即在每个点都有定义。

• 如果 X 是紧致的黎曼曲面，则从 X 到 C 的全纯函数 f 必为常函
数。

• 在上述情形下，如果 g : X → C 是亚纯函数，则 g 的零点数与极
点数（计重数）相等。

注释 1 (为何会有如此美好的性质？). 粗略来说，C 不是紧致的——它
与去掉一个点的黎曼球面同构。通过补上这个空缺，我们可以将亚纯函
数延拓，使得原先的极点处取值为 ∞。
作为一个可定向的二维流形，我们可以定义黎曼曲面的属（genus）

——这是一个纯粹的拓扑概念，但它却与许多代数不变量有着极为出人
意料的联系。
你可能听说过密码学中使用的椭圆曲线——它们本身就是黎曼曲面，

而其推广形式——高椭圆曲线，则构成了任意属（≥ 2）的黎曼曲面家
族！
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1.1 复结构
回顾前几章中的定义：

• 一个拓扑 n-流形是一个满足 Hausdorff 性质的空间，其存在一组
覆盖 {Ui}，其中每个 Ui 与 Rn 同胚。

• 一个光滑 n-流形是在上述拓扑流形的基础上，要求所有过渡映射
均为光滑函数。

它们有何共同之处？看起来似乎没什么，但本质上，它们都描述了
一种相同的思想：

哲学思考：我们取若干（可数个）小片段 {Ui}，在保留其内
在结构的前提下将它们拼接在一起。

这里，一个拓扑流形具有拓扑结构，而一个光滑流形具有光滑结构。
以此类推，一个复流形具有复结构。
那么这里所说的“结构”是什么意思呢？
首先，拓扑结构对你来说再熟悉不过了——它就是一个拓扑。形式

上，拓扑由一组开集定义，但拓扑结构的实质在于规定：

• 一个集合是否被视为开集或闭集，

• 一个点列是否收敛于某一点，

• 一个从 X 到 Y（或反向）的映射是否连续（前提是 Y 本身也是
一个拓扑空间），

• 等等。
对于一个已有（Hausdorff）拓扑结构的拓扑 n-流形，我们可以判断

一个局部坐标图是否尊重这一拓扑结构；换句话说，即判断其是否为同
胚。

例 2 ((0, 2) 是一个拓扑 1-流形). 区间 (0, 2) ⊂ R 可以看作一个拓扑流
形。
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展示了该空间的两个可能的坐标图 φ1 和 φ2。它们的表达式分别为

φ1 : (0, 2) → (0, 2), φ1(x) = x,

以及

φ2 : (0, 2) → (0, 1.3), φ2(x) = x+ 0.35 · (1− x− |1− x|).

在上面的例子中，你可能会注意到，即使坐标图 φ2 是一个同胚映
射，但它看起来并不光滑。因此，我们希望将一个光滑的二维流形定义
为：

设 S ⊂ R3，如果对于 S 中的每个点 p，都存在一个开邻域
V ⊂ S，使得 V 与 R2 的某个开子集 E 之间存在微分同胚，
则称 S 为一个光滑的二维流形。

事实上，这正是经典微分几何中的定义——当然，这个定义并非完
全通用，例如我们知道克莱因瓶无法嵌入到 R3 中。那么，为什么我们
在光滑流形中没有这样定义呢？问题在于，微分同胚的概念并不能在一
个 Hausdorff 拓扑空间上定义——实际上，它根本无法定义，如上例中
你可以看到存在同胚但非微分同胚的映射——换句话说，一个拓扑空
间可以赋予不同的光滑结构。因此，光滑流形的定义实质上通过将每个
Ei ⊂ Rn 的光滑结构诱导到拓扑空间 M 上，从而隐含地定义了什么是
光滑结构。过渡映射必须是光滑的，这一条件当然是为了保证由不同的
φi 诱导出来的 M 上的光滑结构是一致的。
同样地，我们可以将拓扑流形的定义替换为：

一个拓扑 n-流形 M 是一个集合，其具有一族覆盖 M 的子
集 {Ui}，对于每个 Ui，存在一个双射

φi : Ui → Ei ⊂ Rn,

其中每个 Ei 都是 Rn 的开子集，并且所有的过渡映射均为
拓扑同胚。

这里，φi 充当了“集合同构”的角色，其作用与光滑流形中的同胚类似，
而拓扑结构也是从这些片段 Ei 诱导出来的。

例 3 ((0, 2) 是一个光滑的 1-流形). 正如前面所述，区间 (0, 2) ⊂ R 同
样可以视为一个光滑流形。
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这一次，φ1 与上例相同，但 φ2 : (0, 2) →
(
0, 2 + 1

e

)
定义为

φ2(x) =

{
x, 若x ≤ 1,

x+ e−1/(x−1), 若x > 1.

由于 φ1、φ2及其逆函数均为光滑函数，因此过渡映射 φ1◦φ−1
2 与 φ2◦φ−1

1

均为光滑，从而满足相应的定义要求。

你应花点时间体会这一思想——由于 Rn 上的光滑函数如此自然，
我们很容易忽略：一个光滑流形所承载的结构远不止是其拓扑性质。正
如上例所示，Rn 不仅仅是光滑的，它还具有解析结构；而坐标图 φ2 却
不保留这种结构。因此，对于黎曼曲面，我们可以简单地表述为：

哲学思考：黎曼曲面是一个局部与 C 同构的光滑（实）二
维流形，并且携带着复光滑结构。

当然，借助复分析的奇迹——全纯函数本质上是解析的！——这就等价
于说，黎曼曲面携带着一个复解析结构。

2 黎曼曲面
基于上述动机，黎曼曲面的定义自然地给出：

定义 4 (黎曼曲面). 一个黎曼曲面 X 是一个满足第二可数、连通且
Hausdorff 的空间，存在一组可数个开集覆盖 {Ui}，其中每个 Ui 与 C
的某个开子集同胚，即存在同胚映射

φi : Ui
∼−→∼= Ei ⊆ C,

并且由下式定义的过渡映射

φij : Ei ∩ φi(Ui ∩ Uj)
ϕ−1
i−−→ Ui ∩ Uj

ϕj−→ Ej ∩ φj(Ui ∩ Uj)

均为解析函数。每个 φi 称为复坐标图，它们合在一起构成一个复图集。
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我们称这个复图集赋予该 Hausdorff空间一个复结构。换句话说，黎
曼曲面就是一个带有复结构的（第二可数、连通、Hausdorff 的）拓扑
空间。
文献 [?] 中给出了另一种通过极大复图集定义的方式。两种定义本

质上等价，但在实际应用中，指定有限多个复坐标图比指定无限多个要
容易得多。
一个复坐标图 Ui → Ei 可以看作是在 Ui 上给出一个局部坐标。形

式上：

定义 5. 设 p ∈ X，U ⊆ X 为开集，且 φ : U → C 为一个复坐标图。对
于每个 x ∈ U，记 z = φ(x)，则称 z 为局部坐标。当 φ(p) = 0 时，我
们称该局部坐标在 p 点处是以 p 为中心的。

2.1 复流形
类似于实 n-流形的定义，我们可以定义复流形。正如前述，其结构相比
于单纯的光滑流形具有更强的严格性。

定义 6 (复 n-流形). 一个复 n-流形是一个 Hausdorff 空间，存在一组可
数个开集覆盖 {Ui}，其中每个 Ui 与 Cn 的某个开子集同胚，即存在同
胚映射

φi : Ui
∼−→∼= Ei ⊆ Cn,

且所有的过渡映射 φij 均为解析函数。

显然，一个复 n-流形自然也是一个光滑（实）2n-流形。

2.2 黎曼曲面的例子
在本章中，我们将给出几个例子。

例 7 (复平面的开子集). 任意连通的开子集 U ⊆ C 都是一个黎曼曲面。
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这是一个有点无聊的例子（整个曲面可以不用任何拼接就定义出来），
但我们继续。

例 8 (黎曼球面). 黎曼球面 C∞ 作为一个光滑的二维流形，本质上就是
一个球面。

它的复结构定义如下：将球面嵌入 R3 中，使得 N = (0, 0, 1) 与 S =
(0, 0, 0) 为一对对�点。令 E1 为 xy-平面，E2 为 z = 1 的平面。然后，
定义映射

φ1 : C∞ \ {N} → E1

为从点 N 出发的立体投影，将除 N 之外的球面映射到 E1 上；同样定
义

φ2 : C∞ \ {S} → E2

为从点 S 出发的立体投影，将除 S 之外的球面映射到 E2 上。我们可
以将 E1 与 E2 视作嵌入在 R3 中的复平面拷贝，分别由

z 7→ (<z, =z, 0) ∈ E1, t 7→ (<t, −=t, 1) ∈ E2

给出。于是 φ1 与 φ2 就构成了 C∞ 的复坐标图。二者的定义域覆盖了
整个 C∞。为了使 C∞ 成为一个复流形，我们必须保证由 φ1 与 φ2 所
诱导的复结构一致——事实上，对于包含 N 与 S 均不在内的任一开集
U，对所有 p ∈ U 有

φ1(p) =
1

φ2(p)
.

这也解释了为什么在映射 t 7→ (<t, −=t, 1) 中需要负号——否则，过渡
关系将变为

φ1(p) =
1(

φ2(p)
) ,

而这显然不是解析的。我们可以将黎曼球面看作是通过将两个复平面的
拷贝拼接在一起，从而“补全”了缺失的无穷远点 ∞ 的结果。
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在上述例子中，由 φ1 给出的局部坐标以 S 为中心，而由 φ2 给出
的局部坐标则以 N 为中心。点 φ−1

1 (4) 在坐标图 φ1 下的局部坐标为
z = 4，而在坐标图 φ2 下则为 t = 1

4
。

例 9 (复圆环面). 设 L 为形如 Z[i] 的复数集合，即实部与虚部均为整
数的复数，则 L 构成了 C 的一个加法子群。考虑商空间 C/L，商映射
C → C/L 自然地在 C/L 上诱导了一个复结构。

这里我们将 C/L 绘制为一个正方形，但你应想象正方形的上下边以
及左右边是经过光滑拼接的。对于圆环面上的每个小片段，我们可以通
过取商映射的适当原像部分同构地映射到 C 上——不同投影选择之间
的过渡函数为 φij(x) = x + a（其中 a ∈ L），这显然是解析的。复圆环
面是紧致的，因此在 C/L 上的任何全纯函数均为常函数；而亚纯函数
则更有趣且构造上也较为困难。

例 10. 两个黎曼球面的非连接并不是一个黎曼曲面，因为它不连通。

黎曼曲面必须连通这一条件仅仅是为了保证各类定理的优美——这
并不影响一般性，因为任何具有复结构的拓扑空间都可以分解为各连通
分支，每个分支都是一个黎曼曲面。

3 黎曼曲面之间的映射

3.1 定义
定义正如我们预期的那样——由于黎曼曲面的主要特征在于其复结构，
一个映射 f : X → Y 为黎曼曲面之间的映射，当且仅当它是全纯的。
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定义 11. 设 X 与 Y 为黎曼曲面。映射 f : X → Y 在某点 p ∈ X 处全
纯，当且仅当存在 X 上的坐标图 φ1 : U1 → E1（其中 p ∈ U1）以及 Y
上的坐标图 φ2 : U2 → E2（其中 f(p) ∈ U2），使得复合映射

φ2 ◦ f ◦ φ−1
1

在 φ1(p) 处为全纯。当 f 在 X 的每个点处均全纯时，我们称 f 为黎曼
曲面之间的映射。

换句话说，f 全纯当且仅当在局部坐标下它表现为一个全纯函数。

例 12. 以下给出几个例子：

• 映射 f : C → C 定义为 f(x) = x3 是一个黎曼曲面之间的映射。
注意，该函数并非双射：对于每个 p 6= 0，存在一个开邻域使得 f
有反函数，但在 0 处 f 则没有反函数。

• 复平面嵌入到黎曼球面中，即 C ↪→ C∞，也是一个映射。

4 到黎曼球面的函数
在本节中，我们将看到，黎曼球面 C∞ 可以看作是“在 C 上加上一个
无穷远点”。这种解释使我们能够将亚纯函数 f : X → C 视作全纯映射
g : X → C∞，从而更好地处理亚纯函数——这样一来，再也不存在奇
点，所得函数 g 在各处都是全纯的！
首先，我们观察到 C∞ 自然可以解释为在 C 上添加一个点。按照

Example 8 中的记号，通过映射 φ1 将 C∞ \ {N} 与 E1（从而与 C）对
应起来，我们令点 N 为 ∞。

问题 13. 请你验证，称该点为 ∞ 是合理的——即对于 C 中任一满足
|zi| → +∞ 的点列 {zi}，有 φ−1

1 (zi) → ∞（在 C∞ 的拓扑意义下）。

因此，令 X 为一个黎曼曲面，f : X → C 为 X 上的一个亚纯函数。
自然地，可以定义函数 g 为

g(z) =

{
f(z), 如果f(z) 6= ∞,

∞, 如果f(z) = ∞.

则 g 不仅连续，而且解析。

问题 14. 显然，对于 X 中任一点 z，若 g(z) 6= ∞，则 g 为解析函数。
请你证明，在 g(z) = ∞ 的点处，g 也解析。（按照 Example 8 中的记
号，取一个小的开集 U ⊆ X，并将 g(U) ⊆ C∞ 重新参数化为 t = 1/z。）
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因此，我们有如下命题：

命题 15. 在不恒等于 ∞ 的条件下，亚纯函数 f : X → C 与全纯映射
g : X → C∞ 之间存在一一对应关系。

或者更通俗地说：

哲学思考：在 C 的无穷远处“填洞”使我们能够将亚纯函
数解析地延拓为定义在 C ∪∞ 上、处处全纯的映射。

4.1 其他优美的性质
正如上一节所示，黎曼球面 C∞ 使我们能够消除亚纯函数的奇点。从非
正式的角度讲，这是因为 C∞ 是 C 的一种紧化——通过添加一个点使
其紧致——而紧致的黎曼曲面享有许多优美的性质。

命题 16. 设 X 和 Y 均为紧致空间，且 f : X → Y 为非恒全纯映射。
对于 Y 中的每个点 y，定义 dy 为 y 的原像中所有点的总重数，则 dy
定义良好且恒定。

你可以看出这一命题为何令人惊讶：

例 17 (此命题在紧致的光滑流形中不成立). 考虑如下从紧致实一维光
滑流形 X 到 Y 的函数 f : X → Y（其图像绘制在带有 x、y 轴的平面
上）。（注意，一个紧致的一维流形不能嵌入到 R 中，因为 R 的紧子集
必闭且有界，从而必有边界。实际上，适当的图形需要在四维空间中呈
现，这在视觉上十分困难，因此这里只作近似表示。）
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这里，X 与 Y 均同构于单位圆。我们统计 Y 中每个点上方纤维中的点
数：

• 在点 A 上，纤维中有无限多个点。

• 在点 B 上，仅有一个点。（你可以认为该点的“重数”为 2。）

• 在点 C 上，有两个点。

• 在点 D 上，纤维为空。

定义 18. 上述值 dy 称为映射 f 的次数，记作 deg(f)。

例 19. 映射 z 7→ zk 在延拓为 C∞ → C∞ 的映射后，其次数为 k。

若 t 6= 0，则 t 有 k 个互异的 k 次根；但当 t = 0 时，其原像仅包含
点 0——在这种情况下，我们希望称 z = 0 为一个“重合点”，这一概念
将在下一节中正式定义映射的重数。如果你读过 ??，你会发现这实际
上与同调论中定义的次数概念相同——当 X 与 Y 均为黎曼球面时，该
次数计算了 im f 包含了多少个“球形包裹”。但在这里，理论显得更加
美妙——不仅图像在同伦意义下等价于覆盖每个点 d 次，而且实际上
每个点恰好被覆盖了 d 次！这一主题将在复分析和黎曼曲面中反复出
现。基本上：
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哲学思考：如果对“事物”进行恰当计数，则结果会非常美
好。

该命题的证明并不困难——主要观察到，对于形如 f(z) = zn 的函
数，该命题成立，而且在 X 中的每个点 p 附近，f 要么是同构，要么
具有上述形式。因此，dy 在局部恒定，由于 Y 连通，故全局恒定。

4.2 映射的重数
在上一节中，我们非正式地讨论了映射在某一点的重数。本文将对此作
严格定义。

例 20. 考虑映射 f : C → C 定义为 f(z) = z5 + 1。对于 C 中的每个点
y，纤维 f(y)通常有 5个点，但当 y = 1时，f(1) = {0}仅包含一个点。

这种现象显然是不理想的，我们希望能够认为函数 f 将 0 点的“5
个重合拷贝”映射到 1 上。（换句话说，对于任一收敛到 1 的点列 {yi}，
存在 5 个不同的点列 {xi} 收敛到 0，使得对每个 i 有 f(xi) = yi。）
受此启发，我们定义重数时要求：

• 对于映射 z 7→ zm（其中 m ≥ 1 为整数），其重数为 m。

• 若对定义域或值域进行解析重参数化，则次数保持不变。

事实证明，这两个性质完全刻画了映射的次数！下面给出相应命题。

命题 21. 设 f : X → Y 为在 X 中某点 p 处定义的非恒全纯映射，则
存在唯一的整数 m ≥ 1，满足：对于 Y 中以 f(p) 为中心的任一坐标图
φ2 : U2 → V2（即 φ2(f(p)) = 0），存在 X 中以 p 为中心的某个坐标图
φ1 : U1 → V1，使得诱导映射

φ2 ◦ f ◦ φ−1
1 : V1 → V2

的表达形式为 z 7→ zm。

换句话说，一旦固定了 Y 的一个坐标图，就存在 X 的一个（开子
集的）坐标图，使得在这些开子集之间诱导的映射为幂函数；而且，这
个幂指数与坐标图的选取无关。

哲学思考：每个映射在局部看起来都类似于 z 7→ zm。

证明思路. 主要利用泰勒展开确定 m，随后由于限制条件，φ1 的选取
基本上也被固定。
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定义 22. 上述整数 m 称为 f 在点 p 处的重数，记作 multp(f)。

例 23 (映射在一点处重数的更多例子). 我们再看几个例子：

• 映射 z 7→ z−2（延拓为 C → C∞ 的映射）在 0 点处的重数为 2
——可理解为点 0 的“两个拷贝”被映射到 ∞。

• 映射 f(z) = (z − 1)(z − 2)5 在 z = 2 处的重数为 mult2(f) = 5
——更一般地，如果 p是 f 的一个零点，则 multp(f)就是该零点
的重数。

• 映射 z 7→ z + 1 在任意点处的重数均为 1——事实上，对于一个
非恒映射，在“大多数”点处其重数都为 1。

以上是正式术语：

定义 24. 若在某点 p处有 multp(f) > 1，则称 p为分歧点（ramification
point）；此时，点 f(p) 称为分支点（branch point）。

4.3 亚纯函数零点与极点的阶数之和
我们再看一个优美的公式。

例 25. 考虑一些从 C∞到 C∞的亚纯函数（通过显然方式延拓自 C → C
的函数），并列出它们的零点与极点（计重数）：

函数 零点 极点
5 无 无

(x+ 1)2 −1, −1 ∞, ∞
1

x2+1
∞, ∞ i, −i

x+1
x+2

−1 −2

每次观察，零点的数目总等于极点的数目，这绝非巧合！

命题 26. 设 f : X → C 为紧致黎曼曲面 X 上的非恒亚纯函数，则有∑
p

ordp(f) = 0.

当然，这里需要 X 紧致——毕竟存在从 C → C 的函数，它们可能
拥有多个零点而没有极点。

Proof. 将 f 延拓为 f : X → C∞ 后，可以证明 0 的纤维上各点的阶数
之和等于 ∞ 的纤维上各点的阶数之和，从而得证。
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4.4 Hurwitz 公式
下面给出著名的 Hurwitz 公式，它揭示了全纯映射局部重数与源、目标
曲面拓扑性质之间的密切联系。

定理 27 (Hurwitz 公式). 设 f : X → Y 为两个紧致黎曼曲面之间的非
恒全纯映射，其次数为 d = deg(f)，而 gX 与 gY 分别为 X 与 Y 的属，
则有

2gX − 2 = d(2gY − 2) +
∑
p∈X

(multp(f)− 1).

注释 28. 该公式精妙地揭示了映射 f 的局部重数与源曲面和目标曲面
的拓扑性质之间的内在联系。

证明思路. 证明主要是局部分析：对于局部形如 z 7→ zm 的映射，其局
部贡献为 m− 1。利用全纯映射在紧致曲面上覆盖的性质，对全曲面积
分后便可得到该公式。

4.5 恒等定理
下面的定理是预期中的——在复分析中，全纯函数同样具有这一性质。

定理 29. 设 f, g : X → Y 为黎曼曲面之间的全纯映射。如果在 X 的某
个非空开子集上有 f = g，则必有 f = g（即在整个 X 上恒等）。

注意，此处使用了 X 连通的假设——例如，两个复平面的非连接并
虽然构成一个光滑的二维流形，但并不是黎曼曲面。换句话说，

哲学思考：全纯映射具有刚性——一个函数在一个微小子集
上的取值决定了它在整个定义域内的取值。

13


	黎曼曲面的基本定义
	复结构

	黎曼曲面
	复流形
	黎曼曲面的例子

	黎曼曲面之间的映射
	定义

	到黎曼球面的函数
	其他优美的性质
	映射的重数
	亚纯函数零点与极点的阶数之和
	Hurwitz 公式
	恒等定理


