
多元函数极值判定方法笔记

1 拉格朗日乘数法

在求解多元函数在约束条件下的极值问题时，拉格朗日乘数法无疑是最重要、
最直观的工具之一。作为一名高中生，我在学习这一方法时既感到惊喜又有些迷
惑：惊喜的是它将约束问题转化为无约束问题的思想实在巧妙；迷惑的是在实际
推导过程中总有种“哎呀，这步怎么走过来的？”的感觉。下面我将详细讲述这一
方法的原理、推导过程以及我在学习过程中产生的一些疑问和联想。
设有目标函数

f(x1, x2, . . . , xn),

以及约束条件
g(x1, x2, . . . , xn) = 0.

为了寻找在约束条件下的局部极值，我们构造拉格朗日函数

L(x1, x2, . . . , xn, λ) = f(x1, x2, . . . , xn)− λ
(
g(x1, x2, . . . , xn)− 0

)
.

从直观上讲，我们可以把 λ 看作“惩罚因子”，它的作用就是把违背约束条件的
解“拉”回约束面上。现在，我们令所有变量的偏导数为零，即

∂L
∂xi

= 0, i = 1, 2, . . . , n, 以及
∂L
∂λ

= 0.

于是，我们就得到了一个由 n + 1 个方程组成的方程组。求解这个方程组，便可
以得到候选的极值点。
这里有一个细节值得注意：在构造 L 的时候，我发现很多教科书和论文（例

如 CMU 上的 Notes on Hessians 中也有提及）都将约束条件写成 g(x) = c 的形
式，为了简单起见，我们这里固定 c = 0。当然，如果约束条件不为零，我们完全
可以进行变量平移，将其转化为零约束。
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例 1. 考虑函数
f(x, y) = x2 + y2,

在约束条件 x+ y = 1 下的极值问题。构造拉格朗日函数

L(x, y, λ) = x2 + y2 − λ(x+ y − 1).

对 x, y, λ 分别求偏导并令其为零，有：
∂L
∂x

= 2x− λ = 0,

∂L
∂y

= 2y − λ = 0,

∂L
∂λ

= −(x+ y − 1) = 0.

从前两个方程可以看出 2x = 2y，即 x = y；再由第三个方程得 2x = 1，于是
x = y = 1

2
。这就是该约束条件下的唯一候选极值点，也是全局最小值点。

在这里，我突然发现虽然这个例子简单明了，但在处理更复杂的非线性约束
时，求解方程组就会变得十分繁琐。我猜测对于复杂系统，可能需要借助数值方
法，例如牛顿法等迭代算法来求解这些非线性方程组。

补充说明：关于拉格朗日乘数法的严格证明，很多文献都采用了隐函数定理
或者 Kuhn-Tucker 条件（当约束条件不再仅是等式时）。虽然这些方法超出了高
中数学的范畴，但我在查阅维基百科英文版时了解到，其本质思想与单变量极值
问题的推广是一致的，都是利用导数为零的必要条件来寻找极值。由于时间原因，
我们先打住关于更广义最优化理论的讨论，暂时回到当前的主题。

2 黑塞矩阵与二阶充分条件

在求得候选极值点之后，如何判断其是否为极值点呢？这就需要用到二阶导
数信息，也就是黑塞矩阵（Hessian Matrix）的概念。黑塞矩阵是一个以函数的
所有二阶偏导数组成的矩阵，它为我们提供了关于函数在某点处曲率的信息。设
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f(x1, x2, . . . , xn) 在某点 x0 处二阶可微，则其黑塞矩阵定义为

Hf (x0) =



∂2f
∂x2

1
(x0)

∂2f
∂x1∂x2

(x0) · · · ∂2f
∂x1∂xn

(x0)

∂2f
∂x2∂x1

(x0)
∂2f
∂x2

2
(x0) · · · ∂2f

∂x2∂xn
(x0)

...
... . . . ...

∂2f
∂xn∂x1

(x0)
∂2f

∂xn∂x2
(x0) · · · ∂2f

∂x2
n
(x0)

 .

由对称性条件（当混合偏导连续时， ∂2f
∂xi∂xj

= ∂2f
∂xj∂xi

），黑塞矩阵是对称矩阵，这
为我们应用线性代数中的正定性理论提供了便利。

正定性与极值判定：若黑塞矩阵在候选点处正定，则该点为局部极小点；若
负定，则为局部极大点；若既不正定也不负定，则可能是鞍点。常用的判定方法
是利用 Sylvester 判别法则：即考察黑塞矩阵的所有主子式（leading principal
minors）的符号。
例如，考虑二元函数 f(x, y) 的黑塞矩阵

Hf (x, y) =

fxx(x, y) fxy(x, y)

fyx(x, y) fyy(x, y)

 .

若 fxx(x0, y0) > 0且行列式 detHf (x0, y0) = fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)−
(
fxy(x0, y0)

)2
>

0，则 (x0, y0) 为局部极小点。

例 2.

疑问与联想：在计算高维函数的黑塞矩阵时，我发现直接计算主子式可能非
常复杂，尤其是当 n 较大时。于是我突发奇想，也许可以利用矩阵分解的方法
（例如 Cholesky 分解）来判断正定性；不过我猜测这种方法在理论证明上需要
更高阶的线性代数知识。使用数值方法估计特征值可能也是一种有效的方法。遗
憾的是，这部分内容我暂时还未掌握，所以只能停留在对 Sylvester 判别法的理
解上。

考虑函数
f(x, y) = x3 + 3xy + y3,

求其在临界点处的极值。先求一阶导数并解出候选点，然后计算黑塞矩阵。由于
此例中计算量较大，我在推导过程中多次遇到混合偏导数计算不准确的问题。经
过反复检查，我发现必须严格按照偏导数的定义逐项计算，否则极易出错。正如
我在复习高等数学时所体会到的：“细节决定成败”，这句话在这里同样适用。

此外，我在思考时还注意到，黑塞矩阵的正定性不仅仅是一个数值判断问题，
而是与函数在该点附近的局部几何形状密切相关。正定性保证了函数图像在该点
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3 带边界的黑塞矩阵（Bordered Hessian Matrix

附近“凸起”，而负定性则意味着“凹陷”。当黑塞矩阵既不正定也不负定时，我
们常说该点是鞍点。

）

当我们处理有约束的极值问题时，单纯的黑塞矩阵已经无法完全描述候选点
的局部性质，此时需要引入带边界的黑塞矩阵。带边界黑塞矩阵主要用于检验含
约束条件下的极值问题的充分条件，其构造方法可视为在原来的黑塞矩阵外加上
关于约束条件的一组“边界”信息。
设目标函数为 f(x1, x2, . . . , xn)，约束条件为

gi(x1, x2, . . . , xn) = 0, i = 1, 2, . . . ,m.

在应用拉格朗日乘数法构造拉格朗日函数后，我们得到候选点。为了判断候选点
是否为极值点，我们构造带边界的黑塞矩阵，其形式通常写作：

B =

0m×m ∇g(x)⊤

∇g(x) Hf (x)−
∑m

i=1 λiHgi(x)

 ,

其中 ∇g(x) 为约束条件的梯度矩阵，Hf (x) 为目标函数的黑塞矩阵，而 Hgi(x)

是各约束函数的黑塞矩阵，λi 为相应的拉格朗日乘数。

直观理解：我们可以把带边界的黑塞矩阵看作是在原黑塞矩阵的基础上，加
入了约束条件对函数曲率的修正。这就好比是当我们骑自行车上坡时，除了考虑
路面的起伏外，还要考虑风的影响；风力就相当于这里加入的额外项。这样一来，
判断候选点的极值性质就不仅仅依赖于目标函数本身，还要综合考虑约束对其局
部“曲率”的调控作用。

例 3.

疑问：“如果候选点满足拉格朗日条件，但带边界的黑塞矩阵不能判定其正定
性或负定性，我们该如何处理呢？”据我初步了解，这种情况可能意味着该点处
存在退化情形，此时常需要借助更高阶的导数信息或者其他局部分析工具来进一
步判断。我猜测在这种情况下，问题会变得更加复杂，可能还会涉及到奇异点理
论，这部分内容我目前还未深入研究，只简单记录，留待以后探索。

考虑函数
f(x, y) = x2 + xy + y2,
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在约束条件 x+y = 1下的极值问题。首先利用拉格朗日乘数法求出候选点，再构
造带边界的黑塞矩阵检验其极值性质。对于该例，我先计算约束梯度 ∇g = (1, 1)，
然后计算目标函数的黑塞矩阵

Hf =

2 1

1 2

 .

构造带边界黑塞矩阵后，可以验证在候选点处，其行列式符号满足极小值的判定
条件。这个过程虽然计算较繁琐，但细致的推导使我对边界条件在极值问题中所
起的作用有了更深刻的体会。

4

有不少讨论专门针对带边界黑塞矩阵的奇异情形展开。比如，有学者提出，
当约束的梯度向量线性相关时，传统的带边界方法可能会失效，这时需要引入更
精细的分析工具。

多元函数极值判定的其他方法和拓展

在上述讨论中，我们主要介绍了利用二阶导数（黑塞矩阵及其带边界形式）来
判断多元函数极值的传统方法。然而，实际问题中常常会遇到一些特殊情形，使
得传统二阶充分条件不足以判定极值性质。接下来，我将结合部分教科书和网络
资料，介绍一些其他的判定方法和拓展思路。

4.1 利用高阶导数的判定方法

当二阶导数测试不能确定极值（即黑塞矩阵既非正定也非负定时），我们有时
需要借助高阶泰勒展开来判断极值性质。设 f 在 x0 附近有泰勒展开式：

f(x0 + h) = f(x0) +
1

2
h⊤Hf (x0)h +

1

3!
D3f(x0)[h, h, h] + · · · .

如果黑塞矩阵判定不定，我们可以考察三阶或更高阶项的符号来进一步分析。对
于高阶项，我猜测其分析方法可能要用到对称张量的正定性判定，这无疑会引入
更深层次的数学工具。虽然这些知识超出了高中数学范畴，但在我自问自答的过
程中，我发现这种方法为处理退化极值问题提供了一条思路。由于涉及到复杂的
多线性代数，我在这里仅作初步介绍，详细证明和应用我暂且留待以后深入学习。
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4.2 鞍点和极值的判别

在多元函数中，鞍点是一种既不是局部极大也不是局部极小的临界点。通常，
通过黑塞矩阵的特征值符号可以判断候选点是否为鞍点。例如，当黑塞矩阵既有
正特征值又有负特征值时，我们可以判定该点为鞍点。然而，在一些边界或约束
条件下，鞍点的判断会变得复杂。这时，我们往往需要结合拉格朗日乘数法与带
边界黑塞矩阵来综合分析。

4.3

一些思考：如果仅凭黑塞矩阵的符号不能完全判断极值性质，那么是否可以
利用函数的几何图形直观地辅助判断？直觉告诉我，这是一种非常有效的辅助
手段。例如，通过绘制函数的等高线图，可以直观地看到某些点周围是否存在“
马鞍”形状。

约束优化的其他方法

4.4

除了拉格朗日乘数法，目前在最优化理论中还有许多其他方法，例如 Kuhn-
Tucker 条件、罚函数法以及内点法等。对于这些方法，我猜测其思想与拉格朗日
乘数法有某种内在联系——都是为了将原本受限的问题转化为更易处理的无约束
问题。特别是当约束条件为不等式时，Kuhn-Tucker 条件为我们提供了必要且充
分的判别标准。虽然我目前对这些方法仅知道名字，但在翻阅相关资料时，我发

现这些内容在经济学和运筹学中有着广泛应用，这也激发了我对跨学科研究的兴
趣。

数值方法与计算机辅助证明

在实际应用中，尤其是当函数和约束条件十分复杂时，解析解往往难以求得。
这时，数值方法便显得尤为重要。例如，利用 MATLAB 等工具，可以通过数值
求导和矩阵分解方法来近似判断黑塞矩阵的正定性。正如我在实验室中反复调试
代码时体会到的那样，数值计算虽然不能给出严格证明，但却在实际问题求解中
具有很高的实用价值。
我曾经在MathStackExchange上看到过一个问题，讨论如何利用数值方法判

断一个高维函数在某点处是否为极值。回答者建议使用特征值分解，并指出在实
际操作时应注意舍入误差和数值稳定性问题。对此，我突发奇想，也许可以设计
一种混合方法：先利用数值方法定位候选点，再结合局部解析方法进行验证。
不过这种方法目前还只是我的猜测。
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5 高级知识讨论

经过前面几节对拉格朗日乘数法、黑塞矩阵及其带边界形式的详细讨论，我
们逐渐接近了多元函数极值判定问题的核心。然而，我猜测这仅仅是冰山一角，背
后还隐藏着更加深邃的数学结构。以下是一些胡思乱想：

5.1 从局部几何到全局拓扑

在传统的极值判定中，我们主要关注函数在某一点附近的二阶导数信息。但
我突发奇想，也许可以从全局角度考虑问题。比如，当一个函数在某个紧致区域
内取得极值时，其极值点不仅受到局部导数信息的制约，还与该区域的全局拓扑
性质有关。类似于点集拓扑中的“紧致性”概念，在某些情况下，我们可以利用
全局不变量（如 Euler 示性数）对极值问题做出预测。虽然这些想法在严格证明
上可能尚不完备，但它们为我打开了一扇认识数学整体结构的大门。

5.2 奇异性与退化情形

在实际应用中，我们经常会遇到候选点处黑塞矩阵奇异（行列式为零）的情
况。对此，我猜测传统的二阶判别法便失去了效力，这时需要引入“退化极值”的
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5.3

概念。根据我在 MathOverflow 上浏览到的讨论，当黑塞矩阵奇异时，我们可能
需要考察高阶导数或利用其他方法（例如 Lyapunov 函数方法）来判断该点的稳
定性。

联系数学分析与代数结构

5.4 计算机辅助与 MATLAB

在拉格朗日乘数法的推导中，我们不难发现，其实质是将一个约束条件嵌入到
了目标函数中，从而使得问题的求解转化为求多元函数的驻点。这种方法与数学分
析中的无穷小思想密切相关，同时又暗含了代数中“消元法”的思想。正因如此，我
在整理笔记时常常联想到线性代数中的矩阵理论和特征值分解方法。事实上，黑塞
矩阵的正定性判断正是一个典型的矩阵分析问题。当我们面对一个对称矩阵时，
检查它的特征值往往比计算所有主子式更为直观。

实践

在现代数学研究中，计算机辅助证明和数值计算已经成为不可或缺的工具。
作为一名热爱 MATLAB 的学生，我深知编程在解决实际问题中的重要性。例如，
在处理高维函数的极值问题时，我们可以利用 MATLAB 编写程序，自动计算梯
度和黑塞矩阵，并通过特征值分解判断矩阵的正定性。在这里，我就简单写出一
个 Matlab 代码示例：

% Matlab示例：计算给定点处的黑塞矩阵特征值
syms x y z
f = x^2 + y^2 + z^2 + x*y + y*z + z*x;
H = hessian(f, [x, y, z]);
point = [1/3, 1/3, 1/3];
H_numeric = double(subs(H, [x, y, z], point));
eig_values = eig(H_numeric);
disp('黑塞矩阵特征值：');
disp(eig_values);
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这段代码姑且展示了如何利用符号计算和数值代入的方法来判断某个驻点处的黑
塞矩阵是否正定。当然，在处理更复杂的带约束问题时，还需要对边界黑塞矩阵
进行类似的数值测试。
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