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第一课时整除的基本性质

整除理论是初等数论的基础， 它是对在小学就学过的关千整数的努术，主要是涉及除法运算的内

容 ， 作抽象的 、 系统的总纪，在 讨沧中不能涉及分数这看起来似乎很简单，但是它的内涵是十
分重要

和深刻的

一 、 知识梳理

1. 设 a.b EZ , 如果存在 q E Z, 使得 a =bq, 那么称 b 整除 a, 记为 bl ·a 否则， 若 q 不存在，那么称 b 不整

除 a , 记作 b t a

2. (带余除法定理） 设 a, be Z , 且 b >0 , 那么存在唯一的 q,rEZ, 使得 4 = bq + r, 其中 O~r<b.

3. 最大公因数与最小公倍数：

( 1 ) 设 aP a2 是两个不全为零的整数，如果 dla1 且 d I a2, 那么 d就称为 QI 和 a2 的公约数，我们把 al 和 a2

的公约数中的最大的称为 QI 和 a2 的最大公约数，记做 (apa2). 若 (al'a2) = 1, 则称 QI 和 a2 是既约的，或是互

素的

(2) 设 a1,a1是两个均不为零的整数，如果矿 l, 且 a2 I l, 那么 l 就称为 QI 和 a2 的公倍数，我们把 QI 和 a2 的公

倍数中的最小的称为 QI 和 a2 的最小公倍数，记做[apa2 ].

4. (裴蜀定理）设a,bEZ , 且不全为 0, 那么存在 s,tEZ, 使得as+bt =(a,b). 

二、经典例题

例 1 已知 x,yEZ, 且 3l4x-y, 求证： 914x2 +7xy+7y2. 

扯叫:. " -,! .. 1if j 屯

二位j > C和j> +甘

·,; 扣叫二竹-~ 甘勺）

．八 \I -(在 j
.~ 介 I l'tX才 )l~叫

· ~ 11 斗心1tj 勺')

例 2 求最大的正整数 n, 使得 n + 1 0 I n3 + 20 l l-

杆 ,,~.+->ol'~ ~ 八化）,,,...-1。 ~t J心） ~Jolb

· · ,,.f to I 占 )4,t 扣叩 YI O / r? -r 1i 

,, "-ti• I I• 1£ _,_ a+~ 

,.:. 八未卡析。ot



例 3 给定正整数a. b , 对任意的正整数 k , Ck b ) 都有 (b-k)l(a-k2 ) , 求证 : a=b2. 
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例 4 设m, n为正整数， m>2. 证明 ： (2n, -1) 十 (2n +I) . 
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例 6 正整数a,b, c, d 满足 ab =cd, 求证 ： a.+b+c+d 不是质数
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三、巩固练习

1 设 a、 b、 c、 d 为整数， a- c I ab + cd , 则 a - c l ad +be 
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2. 设a、 b 都是正整数， a2 +ab+l 被 b2 + ab + J 整除．证明 ： a=b . 
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5 设 a、 m、 n 都是正整数， a > I 且 a"'+ ll a"+ I 证明 ，11 I n 
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6. 是否存在两个不同的正整数a,b, 使得 [a,a+7]=[b,b+7]?
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7 求所有的正整数a、 b、
I 

c(a<b<c), 使得其中任意两个数的和加 1 都能被第三个数整除
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