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1 集合

1.1 预备知识和符号

n 
设 m~n 都是整数，则我们有求和符号：艺 a人= a,n + Clm+l + am+2 + 

k=m 
“ ． ．十知，乘积符号： 订 a人= a,,, >i< am+l * am+2 * · · 江，1 。我们可以叠加使k=m 

用这些符号，比如

n J 

I:I:a人= a1 + (a1 +幻） + (a1+a2 五） + · · · + (a1 + a2 +· ·· +an) ) =1 k=l 

定理 1.1.1. 德摩根定律: ALJB = AnB, AnB = ALJB 。

证明．只验证第一个。

如果 t噜 E 了U万，则 x 茫 A LJB, 所以 x 茫 A 且 X rf_ B。于是 XE 了且
XE B, 从而 XE 万n互

相反，如果 XE 万n万，则 2、 E 冗 且 XE 万，从而工茫 A 且 1、茫 B, 于

谗叫 _ 
l:::> > , ,c e An5 

夕计压
夕祖炉抒
~,cf 4& 7<线

是 x~ ALJB, 所以 XE 兀订互

请尝试证明上而的第二个等式。

定即 1.1.2 . 容斥原理．如果 A 与 B 都是有限集，则

(1) IALJBI = IA I + IBI- IA 门 Bl ;

口夕飞邸t
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(2) IAUBUCI = IAl + I趴 +1c1-1A nBl-IE n ci -lA n c1+ 1A n B n ci 。

证明
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1:1 LJ nLJ c1 =l!l l -1 IB LJ CI - 111 门(IJ LJ C')I 
=IAI + !Bl+ IC'! - 1 B 门 Cl - l(J\ n B) LJ(!l n C')I 

=IAI + IJJI + IC'! - 1B门 Cl - ( 1A n n1 + IA n c1 

-1(A n B) n (An c)1) 

=IAI + IBI + IC'! - 1B门 Cl - IA 门 BI -IAnc1

+!A n Bn CI 

口

显然容斥原理可以有更高阶的版本 ， 证明是冗长的归纳法，但是却是平

淡的。请尝试将容斥原理推广到 4 个集合的情况，你当然可以推广到 n 个

集合的情形， 请用归纳法证明你的结论。

下面鸽巢原理或者叫做抽屉原理是初等数论中常用的工具 ， 证明是十

分容易的。

定理 1.1.3 . 鸽巢原理（抽屉原理） 4午 n+l 个球放入 n 个盒子里面， 则一

定有一个盒子被放入了两个或者两个以上的球。

接下来 ， 我们描述组合数学中的一些预备知识，同学们可以在学习排列

组合的时候再来了解 ， 但是我们仍然建议现在就能理解这些组合数学中常

用工具。

定理 1.1.4. 加法原理完成一件事情有 n 种方式 ， 第 K 种方式有 m人 种方

，去， k = l , 2 , .. ·,n, 则 完成这件本情总共有 I:m人方法 。
k = I 

加法原理很容易埋船，想象一下你自己从家出发到学校，如果从家到学

校有 3 条不同的路可以直达 ， 旬条路有不同的交通工贝 ，比如第一条路有 ？

种交通工具， 第二条有 1 种 ， 第三条有 2 种 ， 则从家到学校共有 2+ 1 +2 = 5

种方法。注慈加法原理是打行的。

定则 1.1.5. 乘法原理完成一件平情分力 n 个步骤 ， 第 k 种步骤有 m人 种

方法 ， k = l , 2 ,·· · ,7! , 则完成这件平情总共有 订 711 k 方，去 。
人 = l
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乘法原则她 ,, 日的 0

如j 来描述红l仑数利 ·JII列数 。
迅l权 ,,, 个沐同的球进行不放回排序（就是说每个球最多只能选取一次），

一 共有多少种力和 我们可以用乘法原理来建立模型完成这件事可以分为
n 个步臂，每个步骤就是每次选取一个球，所以第一个步骤有 n 种方法。由
于第一个步骤里已经选定一个球，所以第二个步骤里面我们有 n-1 种方
法， 继续进行下去，我们得到共有记:= n * (n - 1) * (n - 2) *· · · * 2 * 1 种

方法 ， 我们把这个数叫做全排列，用战表示。如果我们只想选出 m 个球
出来进行排列 ， 其中 m~n, 则显然有 n * (n - 1) *· · ·* (n - m + 1) 种方

法 ， 我们用 A;;' 表示它。

如果我们只想从 n 个不同的球中选取 m 个球（不放回），则有多少种方

法？事实上从 n 个球选出 m 个球出来进行排列，这件事可以分为两步，第

一步从 n 个不同的球中选取 m 个球，第二步对这 m 个球进行不放回排列。

所以根据乘法原理，第一步的所有方法的个数乘以 A盄＝刓（第二步的方法

的个数）所得到的就是排列数 A:。所以从 n 个不同的球中选取 m 个球（不

放回）一共有各种方法。在这个分式里面上下同时乘以 (n-m)!, 我们得

到 卢＝芦三
我们记作亿）或者 c::', 我们把它叫做组合数，选择哪一种符号取决于你参
加何种类型的考试，注意 C飞） = (n~,J 。注意 O! = 1, 所以（笥= (~) = 1 。
请用归纳法验证下面的组合数公式

（了）＝仁）＋（二』
下面是二项式定理 (a+ bt =立(;)矿 b正］。你可以佥

j=O 木用两种路径证明它
一种是利用乘法原理＇

(a+ b)" =(a+ b) *(a+ b) * ··*(a+b), 

完成这件事就是在上面的 n 个括号里面的每个括号中选择一
参与到乘法运箕中，从而得到答案。另外 个数 a 或者 b

的，但却是平淡的。请分别用这两种方法验证。
、一种就是应用归纳法，证明是冗长

我们现在可以计算元素个数为 n 的集合 S
用加法原理，完成这件事情有 n 种方式

中的所有子集有多少了。采
，元素个数为 0 的子集只有一个，就
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足空集 队然后计算元素个数为 1 的子集个数，它当然是组合数 (;') ; 计算

元素个数为 2 的子集个数，它当然是组合数 （；） ，继续进行下去，我们得到

集合 S 中的所有子集一共有

(~) + (勹+ · · ·+ C1: 1) + (:) 

个，利用二项式定理，注意到这个数据实际上就是 (1+1)11, 所以元素个数

为 n 的集合 S 中的所有子集个数共有 2" 个（包含空集 0 和本集 S) 。

1.2 例题

例 1.2 . 1. A= {x E 厌伲 - x - 6 < O}, B = {x E 阳2沪 - 3[工] - 5 = O} , 

其中 [x] = max{a E 勾a :S x} 是 Gauss 函牧。计算 AnB。

例 1.2.2. A= {(x, y) E 脱2 jx,y E Z,x2 + y2 :S 1}, B = {(x,y) E 民泊， yE

z, i:rl :S 2, lvl :::; 2} 。计算栠合 A EB B:={(x1+:功 ， Yi+ Yz计 (x1 如） E 

A, (x过2) E B} 中元素的个数。

例 1.2.3. A= {xix= a2 + b气 a, b E Z}, 气功 EA, 证明 x江2 E A 。

例 1.2.4. 设 a,b E 民 ， A = {(.1: , y) E 厌俇= n, y = an + b, n E Z} , B = 

{(x, y) E 腔乍 = m, y = 3m歼 15, m E Z}, C = {(x, y) E 脱2沪+y2 三 144 } 。

是 否存在 a, b 使得 A 门B j 0, 且 (a, b) EC 。

例 1.2.5 . 设 ScZ, j S/ = 10 , 且每个元素都是两位数，求证 S 中存在两

个 不相又的子集使得这两个子集的元素和相等。

例 1.2.6 . 设 J 是函效 ， /11 = {1:lf(x ) = 叶， N = {:i:lf(J(x)) = : 计 。 求证

M C N , 开且如果 f 是单调递增的，则 M = N 。

例 1.2.7. 计算不超过 120 的合坎和素数的个牧 。 H,,,1 : I为 '-//>t'I/

例 1.2 . 8. 由 l, 2, 3 纽成的 n 位牧 ， 耍木 n 仁坟 中 1 , 2, 3 每一个 至少出现

一次 ，水所有这种 r, 位数的个牧 。

例 1.2 . 9. 如果 A = {x E 脱jx2 -l (JJ + 2)1·+ 1 = O} C 飞 ，计算买牧 p 的取

值范围 。

例 1.2.10. 证明 -./2 是无理数 。

) 
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例 1.2.11. 证明 ：一个有限集的全体子集可以按照如下方式排成一行

（寸左起昔位为空集；

(ii) 每个子集在此行中出现一次；

(iii) 每个子集中的元素是前一个子集添加一个元素或者荆去一个元素所得

到的 。

例 1.2 . 12 . (Euclid) 证明素数有无穷个。

例 1.2.13. 计算集合 { (x , y)E 劂 lg伲＋号＋合） = lgx+ lgy} 中元素的个

数。

2015 

例 1.2 . 14 . !VJ= {x、, xy, lg xy}, S = { 0, I对 ， y }, 如果 NI=N , 计算 区（矿十
i=l 

书。y 

例 1.2 . 15. 设含有 10 个元素的集合的全部子集个数为 n, 其中由 3 个元素

组成的子集个数为 Tl?. ' 计算赞 。

例 1.2.16. 设有 1 999 个集合，每个 集合中有 45 个元素，任意两个集合只

有一个公共元素，计算这 1909 个 集合的并栠中的元素个数。
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