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3 组合数学

在第一章， 我们已经了解到组合数学的一些基本事实 ， 下面我们继续描
述我们将用到的组合数学的一些初等方法。从 n 个不同的元素中进行放同

抽取 r 个元素进行排列，这就是说每个元素允许重复抽取，则完成这件事

共有忙种方法，因为每次可选择的元素个数是 n 个，共有 r 个步骤，所以

用乘法原理可以看出这件字是显然的，我们把这样的排列叫做可重复排列。

3.1 不全相异元素的全排列

如果在 n 个元素中，不相同的元素共有 K 组 (k~n), 这也就是说， 我

们将相同的元素放在一个组，而组数一共有 K 个。我们设第 j 组的元紊个

数为 n;, 其中 j = 1, 2, · · ·, k, 所以 n= 艺 ni, 则这 n 个元素的全排列
j=l 

个数为
n! = n! 。这个数据同样容易看出毕立

TI (nj!) 
n1. * n2 . *· • • * r叫

兄 ， 因为

j=l 

如果先把这 n 个不全相异的元素看成是全部相异的，于是的这个排列是 n!,

然后再将每个组的元素还原成相同的元素，于是第 j 个组的排列事实上重

复了 ni! 次，千是由乘法原理总体的重复数是 n1! * n2巨· · ·* nk! 个，所以

不全相异的元素的排列个数为
n! 

3.2 多组组合

我们现在考虑 n 个不同元素的分组问题U 将 n 个不同元素分成 K 组

(k 5 n), 第 j 组有 nj 个元素， j=l,2,···,k, 则共有多少种方法？同样

可以由乘法原理来计算，完成这件事可以分为 K 步，第 1 步从 n 个元素中

选取的元素个数 n1, 于是有 c~• 种方法。第 2 步是从剩下的 n- n1 个元

素中选取 n2 个，于是有 C产，11 种方法。第 3 步是从剩下的 n - n1 - n2 个

元素中选取 n3 个，于是有 C扂711 一 11'.l 种方法。继续这样的操作我们看到第
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J - 1 

J 步是从剩下的 n- 区 ni 个元素中选取 nj 个，从而总共有
i=l 

订 C,7=-(711 +· ·• +ni_ i) =Cr~! * C九九忨 * . . . * c;:~(ni+ ·· ·+nk - d 

j=l 

n! (n - n1)! (n-n1-···-n仁 I)!

3.3 可重复组合

一印(n - n1)! n2!(n - n1 -历）！

n! 

n1!n2! · · ·nk! 

叫(n - n1 -· · · 一庄）！

从 n 个不同元素中进行放回选取 r 个元素，也就是每个元素允许重复

选取，则共有多少种方法？我们设气功，... ,Xr 是上面这个的选取方案中

任一个情况，可重复意思就是在 X1, 功，· · ·, Xr 中可以有相等的清况，比如

1,1,3,4, ·· ·,r 就是说第一个元素 1 被选取了两次，而 3,4, · · · ,r 分别只选

取了一次。由千是无序的，所以我们可以假设 X1~X2~ · · · ~Xr, 并且如

果等号均不成立那么这就是一个无重复的组合。考虑

Y1 = Xi'Y2 = X2 + 1, : 如= X3 + 2, · · · , Yr = Xr + 1" - 1, 

于是 Y1 < Y2 <· · · < Yr , 这意味着 y卫/2, · · ·, Yr 是一个无重复组合，具体

地说是从 n+r-l 个不同元素中不放回地选取 r 个元素的情况，总数为

C~+r-1 。而显然原先的组合 Xi立2 , ... , Xr 和新的组合四四 ···· ,Yr 是一一

对应的，这也就是说从 n 个不同元素中的可重复组合的个数共有 c~十r一 1

种。

实际上 n个不同元素中的可重复组合的个数对应着关于石， i = 1, 2, · · ·,n 

的不定方程

Z1 + Z2 十． ． ．十 Zn= r 

非负整数解的个数，所以这个方程的非负整数解的个数正好是 C~+r一 1 个！

另一方面我们可以考虑关千 Zi, i = 1, 2, · · ·, n 的不定方程

Z1 + Z2 十． ． ．十 Zn= T 

正整数解的个数，我们变换上面的方程为

(z1 - 1) + (z2 - 1) +· · ·+ (zn - 1) = r - n 

于是正整数 Z1 , Z2 , · · ·, Zn 对应着非负整数 t1 = Z1 - 1, t2 = z2 - 1, ... I tn = 

Z71 - 1, 而非负整数 t1 I t2 I•''It九共有 c~笃汇，i)-1 = 0;~;1 = c; 讨个。
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3.4 距离组合

从栠合 {1 , 2, · · ·, 叶中取出 r 个不同的数 X1, X五 , Xr, 对任意的
l~i. -j;j~r 要求伈 － 引> m, 其中 m 是不大于 n 的正整数， 则共
有多少种取法？事实上我们假设 :.C1 < X2 < ... <芷，考虑 Y1 = X1, Y2 = 

功- n;i:, ... I Yr= 立 - 1n, 于是组合 X1,X2, --·,X,- 与组合 Y1, Y2, · · ·, Yr 是

一一对应的，并且组合 YI, Y:.i, · · ·, Yr 个数实际上就是从 n - (r - l)m 个元

素中无重复的选取 r 个元素，也就是组合数 c~一 (r-l)m0

3.5 练习

练习 3.5.1. 计算方程 x1 + x2 + X3 + 3x4 + 3xs + 5环 =7 的非负整数祥的

个数。

练习 3.5.2. 数列 a九共有 100 项， a1 = 0, a100 = 4 75, 且 lak+1 - ak l = 5 , 

求满足这种条件的不同数列的个数。

练习 3.5.3. ALJBLJC = {a,b, c,d,e,f},AnB = {a, b,c,d},c E AnBnc , 

计算不同的三元组 (A, B, C) 的个数。

练习 3.5.4. A LJ B = {1, 2, · · · , 10} , IAI = IBI, 计算不同的二元组 (A, B)

的个数。

练习 3.5.5. 设 n 是正整数，把男女乒乓球选手各有 3n 人配成男双 ， 女双 ，

混双各 n 对 ， 每名选手均不兼项，计算配对方式的总数。

练习 3.5.6. 设 i1 心，．．．，花是 1,2,3,4,5,6 的任意排列，要求任意三个相

邻的数之和不能被 3 整除，计算满足这样条件的排列的个数。

练习 3.5.7. 用 4 种颜色给一个正八面休染色，要求相邻的面（有公共棱的

面）不同色，计算不同染色方法的种数。

n 
练习 3.5.8. 证明，艺 jCfi = n2n- l• 

j-1 

" 练习 3.5.9. 证明 · 艺 j2C/. == n(n + 1)211- l.. 
j ;; } 

YI 

练习 3 .5.10 . 证明·艺 (C吓 ＝ ( 2 几）！

) - o (n !)2· 
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