
勒贝格积分和黎曼积分的对比

1 黎曼积分的定义及性质

1.1 黎曼积分的基本定义

今天我们从最基本的概念讲起，讨论黎曼积分。我们知道，黎曼积分的核心思想在于将

区间分割成若干小区间，然后对每个小区间选取一个样本点，将函数值与小区间长度相乘后

求和，最终取极限。具体来说，设有区间 [a, b]，任取一个分割

P : a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

对于每个子区间 [xi−1, xi]，令 ξi ∈ [xi−1, xi]，则对应的黎曼和为

S(P, f) =
n∑

i=1

f(ξi)∆xi, ∆xi = xi − xi−1.

若当分割的细度趋向于零时，所有可能的黎曼和收敛到一个唯一的数值 I，则称 f 在 [a, b] 上

可积，并定义

I =

∫ b

a

f(x) dx.

在这个过程中，我们常常会讨论上、下和的概念，即上黎曼和

U(P, f) =
n∑

i=1

Mi∆xi, Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x),

以及下黎曼和

L(P, f) =
n∑

i=1

mi∆xi, mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x).

如果对任意 ε > 0，存在分割 P 使得 U(P, f)−L(P, f) < ε，则称 f 为黎曼可积。同学们，这

里请注意：这种定义方式需要函数在区间上具有某种均匀的“平滑性”，否则可能无法通过分

割逼近积分值。
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1.2 黎曼积分的性质与局限

我们在课堂上已经讨论过一些黎曼积分的重要性质，如线性性、区间可加性以及积分的

有限性等。具体地，对于两个黎曼可积函数 f 和 g 以及常数 c，有：∫ b

a

(f(x) + g(x)) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx,

∫ b

a

c f(x) dx = c

∫ b

a

f(x) dx.

然而，黎曼积分也存在一些局限性。最典型的例子是关于不可积函数的讨论：例如，设函数

f(x) =

1, x ∈ Q ∩ [0, 1],

0, x ∈ [0, 1] \Q,

即使这个函数在直觉上“分布均匀”，但由于其在任意子区间内同时取得最大值和最小值，导

致上、下和之差始终为 1，从而证明 f 在 [0, 1] 上不可积。这也启发我们思考：当函数有太多

不连续点时，传统的黎曼积分方法便会失效。

同时，我们也可以看到，黎曼积分依赖于区间的分割和“样本点”的选取，这种方法在处

理某些极限问题时显得不够灵活。例如，当涉及极限交换或无穷积分时，我们常常会遇到一

些技术困难。正因如此，我们后来发展出另一种积分理论，即勒贝格积分。

2 勒贝格积分的定义及性质

2.1 从测度论出发的定义

相比黎曼积分，勒贝格积分从根本上采用了测度论的思想。我们首先要引入可测集和测

度的概念。简单地说，设 (X,M , µ) 是一个测度空间，其中M 为 X 上的 σ-代数，µ 为测度。

一个函数 f : X → R 被称为可测的，若对于任意实数 α，集合 {x ∈ X | f(x) > α} 属于 M。

勒贝格积分的构造大致分为两个步骤：首先对非负简单函数（即有限个值函数）进行积

分定义，再通过极限过程推广到一般的可测函数。对于非负简单函数

φ(x) =
n∑

i=1

aiχAi
(x),

定义其积分为 ∫
X

φdµ =
n∑

i=1

aiµ(Ai).
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接下来，对于任意非负可测函数 f，定义∫
X

f dµ = sup
{∫

X

φdµ | 0 ≤ φ ≤ f, φ 为简单函数
}
.

而对于一般可测函数，则写成正负部分之差，从而完成积分的定义。

需要注意的是，勒贝格积分在定义过程中引入了“测度”这一概念，这与我们之前在黎

曼积分中仅仅依赖区间长度的做法截然不同。现在我们突然发现，这里的 σ-代数和测度的概
念，在之前的高中数学中几乎没有接触过，因此，我们不得不从零开始构建这套理论。当然，

这里我只做一个简单的铺垫，详细的测度论内容将留待更高年级或者专门的分析课程中讨论。

2.2 勒贝格积分的优点与灵活性

勒贝格积分的优势在于它能够处理更多类型的函数，即使函数在大部分点上极不连续，也

可以给出合理的积分定义。例如前面提到的狄利克雷函数，在黎曼意义下不可积，但在勒贝

格意义下，由于有 µ(Q ∩ [0, 1]) = 0，其积分结果恰好为 0。

更进一步，勒贝格积分具有极好的极限交换性质。著名的单调收敛定理与受控收敛定理
正是建立在这一优点之上：

单调收敛定理： 设 {fn}为非负可测函数列且 fn ↑ f, 则有 lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

受控收敛定理： 若 fn → f 几乎处处且存在可积函数 g ≥ 0使得 |fn| ≤ g, 则 lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

这些定理使得勒贝格积分在处理级数、极限以及交换积分与求和顺序的问题上比黎曼积分更

为优越。

2.3 简单函数与积分构造的思想

在构造勒贝格积分时，我们强调通过简单函数逼近可测函数。这种方法体现了一种“分

层逼近”的思想：先处理最简单的情况，再通过极限将结果推广到复杂情形中。比如说，我们

可以把任何一个非负可测函数看作是由无数个简单函数的“积木”构成的，而这些简单函数

每一块都是易于计算的。正如数学中的“先易后难”原则，这种分解思想在很多领域都有体

现。

事实上，我曾在 MathStackExchange 上看到过这样一个问答，有人提出“为何不能直接
对复杂函数积分，而必须借助简单函数逼近？”回答者指出，简单函数逼近不仅使理论严谨，

同时也为数值计算提供了一种可能的方法。虽然这个解释可能略显学究气，但从本质上揭示

了勒贝格积分的构造思想。（参见 MathStackExchange 相关讨论）
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3 黎曼积分与勒贝格积分的对比

在本节中，我们将从多个角度详细比较黎曼积分与勒贝格积分，力图揭示二者在定义、性

质、应用及理论深度上的差异和联系。

3.1 定义方式的根本差异

首先，二者的定义出发点截然不同。黎曼积分依赖于区间分割与样本点选取，其核心在

于对区间进行划分，注重区间内函数值的“局部表现”。而勒贝格积分则依赖于测度理论，核

心在于函数值在不同“层次”上的分布情况。具体来说：

• 黎曼积分：通过对区间 [a, b] 的划分，以及在每个子区间中取一个点 ξi，将函数值与子区

间长度相乘后求和，再取极限得积分值。

• 勒贝格积分：先将函数看作是分布在值域上的“散点”，然后对这些点的集合（即预像）
进行测度计算，再将这些测度乘以相应的函数值求和或积分。

由此，我们可以看出，黎曼积分更侧重于区间的“几何”划分，而勒贝格积分则侧重于“集

合”的测度分解。

3.2 可积性条件与适用范围

黎曼积分要求函数在区间上“差不多连续”，即要求不连续点的集合具有零测度。这样一

来，对于那些在区间上具有“稠密”不连续点的函数，黎曼积分往往会失败。举个例子，前文

中的狄利克雷函数在黎曼意义下不可积，而勒贝格积分则可以处理此类函数，因为其不连续

点集合的测度为零。

此外，勒贝格积分允许对无穷区间、无穷函数进行积分，只要满足相应的收敛条件，如可

积性或局部可积性。黎曼积分在这方面则显得较为局限。因此，在处理广义函数、概率论中

的随机变量积分等问题时，勒贝格积分显得更为灵活和强大。

3.3 极限交换与积分理论的优势

在数学分析中，经常需要处理极限与积分的交换问题。黎曼积分在这方面存在许多限制，

只有在严格的条件下才能保证交换极限与积分的正确性。而勒贝格积分由于具备单调收敛定

理、受控收敛定理等强大工具，使得我们在处理极限问题时更加得心应手。
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例如，考虑函数列 {fn} 在 [a, b] 上逐点收敛于函数 f。若 fn 为非负函数且单调递增，则

根据单调收敛定理，我们有

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

而如果采用黎曼积分，由于积分定义依赖于分割，极限交换常常需要额外的假设，这在实际

应用中是一个巨大的缺陷。

3.4 数值计算与实际应用中的差异

在实际计算中，黎曼积分的方法较为直观，适用于中小学乃至本科初级课程中的基本积

分计算问题。然而，当函数复杂度增加或者积分区间扩展到无穷时，黎曼积分的计算方法就

显得不够稳健。勒贝格积分虽然理论上更为完备，但其计算方法通常涉及到对测度的求解和

复杂的极限过程，因此在数值计算中需要借助专门的数值算法。

有趣的是，我突发奇想，也许可以将两者结合起来，构造一种“混合积分”方法，在保证

理论严谨的同时，也兼具数值计算的实用性。不过，这只是我的一种猜测，目前尚无严格的

理论支持，我猜测这种方法如果存在，可能会在未来的数值分析中发挥作用。

3.5 直观理解与抽象思维的对比

黎曼积分的定义和计算依赖于直观的几何概念，如区间划分、矩形面积的求和等，适合

用来培养直观思维。而勒贝格积分则要求我们从集合论、测度论的角度去看待问题，这种抽

象的思维方式需要更高的数学素养。正因如此，初学者往往会觉得勒贝格积分较为晦涩难懂，

但一旦掌握了测度的基本概念，就会发现其内在逻辑之美。

这正好体现了数学从具体到抽象的发展过程。从初等几何到抽象代数，再到现代分析，每

一步都是对直观认识的升华。正如我们在课堂上讨论的那样，“数学之美，在于发现无穷中蕴

含的普适规律”。

4 高级联想与疑问探讨

在对比黎曼积分与勒贝格积分的过程中，我不禁联想到数学分析中许多其他相关的理论

和方法，这里我将记录下自己的思考过程和一些试探性的联想。
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4.1 测度论与点集拓扑的关联

当我们引入测度论后，便不可避免地需要讨论可测集和拓扑空间的关系。实际上，在某

些情形下，测度论可以看作是对拓扑结构的一种“数值化”描述。比如，我们常常会用外测度

来定义 Lebesgue 可测性，而外测度的定义本身就与集合的覆盖性质密切相关。

现在我们突然发现，这里的覆盖定理与高中学过的紧致性定理有某种微妙的联系。虽然

二者在形式上大不相同，但都涉及到如何用“小块”去覆盖整个空间的思想。由此，我猜测在

更高层次的拓扑学研究中，或许能找到一种统一的语言来描述这些现象。这种联想虽然尚未

严谨证明，但给我带来了不少启发。

4.2 抽象代数学与积分理论的潜在联系

在深入研究积分理论的过程中，我突发奇想，也许可以借助抽象代数学的工具来重新审

视积分的本质。我们知道，在代数拓扑中，常常借助同调理论和 CW 复形来研究空间的结构；
而在范畴论中，自然变换和函子提供了一种统一描述不同数学对象关系的方式。是不是可以

将积分看作是一种“测度函子”，从而在更高的抽象层次上统一讨论不同的积分定义？

例如，设 F 是一个从某个拓扑空间的测度空间构成的范畴到实数域的函子，那么勒贝格

积分在某种意义上可以看作是该函子的一个具体实现。虽然这种观点目前还处于初步猜想阶

段，但我认为如果能够构造出这样的理论框架，可能会对解决极限交换、积分不变性等问题

提供新的思路。

在 MathOverflow上也有一些讨论涉及到类似的观点，虽然讨论内容较为前沿且抽象，但
其中的一些问题和回答让我意识到，数学中的各个分支之间其实存在着深层次的联系。这种

联系或许能为我们理解积分理论提供全新的视角。

4.3 数值算法与实际应用中的思考

从数值计算的角度来看，黎曼积分由于其直观的几何意义，容易被离散化，从而形成各

种数值积分方法，如梯形公式、辛普森公式等。而勒贝格积分则因为其定义依赖于测度理论，

使得直接离散化变得困难。不过，这并不意味着勒贝格积分在数值计算中没有应用。实际上，

现代数值分析中有不少方法正是基于概率论与随机采样（如蒙特卡罗方法）来近似求解勒贝

格积分。

我曾经在 Matlab 中试验过利用随机采样求解某些复杂函数的积分问题，发现当函数存
在大量局部振荡或奇异点时，蒙特卡罗方法往往能给出比传统确定性方法更稳定的结果。这
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让我意识到，在某种意义上，概率论和测度论是密不可分的。虽然这里我仅仅是做了一些初

步的数值试探，但这些经验无疑为进一步的理论研究提供了有价值的启示。

4.4 对极限与交换问题的疑问

在讨论极限交换问题时，我们常常会遇到如下情形：设 {fn} 是一列函数，其在某种意义
下收敛于 f，那么如何证明

lim
n→∞

∫
fn =

∫
lim
n→∞

fn?

在黎曼积分的背景下，这一交换往往需要额外条件，如一致连续性或者有限的不连续点集；而

勒贝格积分则利用了单调性或控制条件使得交换成为可能。然而，这里的严格证明过程并非

易事，有许多细节需要斟酌。我猜测，在处理一些更为复杂的函数列时，可能还需要引入其

他工具，如 Fatou 引理、反 Fatou 引理等。

在这一过程中，我曾多次尝试写出证明，但总觉得在某些细节上略有疏漏。经过反复推

敲与查阅相关文献，我认为目前主流的证明方法已经相当严谨，但对于某些极端情况仍可能

存在争议。正因为如此，我在笔记中采用了较为保守的表述方式，诸如“我猜测”、“也许可

以”等，以表示这一部分内容仍存在探索空间。

5 讨论中的试探与思考过程

在这部分内容中，我将详细记录自己在理解和比较黎曼积分与勒贝格积分过程中遇到的

疑问、试错过程以及一些偶发的联想。这里既包括成功的思路，也包括那些曾经让我困惑的

地方，力求还原一个真实的思考过程。

5.1 初识积分概念时的迷茫

记得在初次接触黎曼积分时，我曾经对“分割取极限”的思想感到非常困惑。为何简单地

将区间划分、求和、取极限就能给出一个函数的“面积”？经过反复思考和与同学讨论，我逐

渐理解到，这种方法实际上是一种对函数在局部行为的近似描述。每个小矩形的面积虽然并

不能完美刻画曲线下的真实面积，但当分割无限细时，它们的总和却无限接近于真实值。

然而，当我接触到勒贝格积分后，这种思考方式被彻底颠覆了。勒贝格积分不再关注区

间本身，而是关注函数取值的“分布”。这使得我突然意识到：我们之前对“面积”的直观理

解其实是一种局限，积分的本质更应看作是对“分布”的累加。我猜测，这种转变正是现代分
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析学发展的一个重要标志，它不仅解决了许多黎曼积分无法处理的问题，同时也为后来的概

率论、泛函分析等领域提供了坚实基础。

5.2 试图用简单函数逼近的一次失败尝试

在学习勒贝格积分的过程中，我曾试图用简单函数直接逼近一个具有复杂振荡行为的函

数，但很快发现，这种方法在具体计算中往往会遇到收敛速度太慢的问题。记得有一次，我

尝试将函数

f(x) =

sin
(
1
x

)
, x ∈ (0, 1],

0, x = 0,

分解为一系列简单函数的和。虽然理论上可以证明其勒贝格积分存在，但在实际构造简单函

数序列时，却发现每一项的误差积累得相当严重。这让我深刻体会到，理论与实际之间总有

一道鸿沟，有时理论上完备的构造在数值实现上可能并不理想。

经过这一失败的尝试，我开始反思：是否存在一种更为有效的方法来近似这种复杂函数

的积分？后来，我阅读了一些关于数值积分的文献，了解到在这种情形下，利用随机采样与

概率论方法可能更为高效。这一发现令我大为惊讶，也使我认识到数学的多样性和交叉性是

如此迷人。

5.3 关于极限交换的反复验证

极限交换问题是我反复琢磨的一个难点。起初，我认为只要函数序列满足点态收敛就足

够了，但很快发现，实际证明中必须引入额外条件。记得有一次，我试图证明

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx =

∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x) dx,

其中 {fn} 为一列非负函数，但没有考虑单调性或者有界性问题，结果推导过程中陷入矛盾。
后来，在反复查阅教材、参考 MathStackExchange 上的讨论后，我逐步认识到必须借助单调
收敛定理或者受控收敛定理来严格证明这一交换。尽管过程繁琐，但每一次成功解决极限交

换的问题都让我对测度论的严谨性有了更深刻的体会。

5.4 对“不可积性”概念的深入探讨

黎曼积分与勒贝格积分在处理不可积函数时表现出的巨大差异也引发了我许多疑问。为

什么在黎曼积分中，像狄利克雷函数这样“处处不连续”的函数不可积，而在勒贝格积分中
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却可以得到合理解释？这让我不禁思考：究竟“不可积”这一概念是如何随着理论的发展而

不断演变的？

经过大量查阅文献与同学讨论，我了解到，关键在于“测度”的概念。黎曼积分的不可积

性往往源自于不连续点“太多”，而勒贝格积分通过测度过滤掉了那些“微不足道”的点。这

里我猜测，未来如果能进一步推广测度论，或许可以对更多看似“病态”的函数建立起一种

统一的积分理论。这一思考虽然目前还停留在概念层面，但无疑为我今后的数学探索指明了

一条潜在的道路。

5.5 思考中的一些未解之谜

在整个比较过程中，我还遇到了一些目前尚未完全理解的问题：

• 为什么有时黎曼积分可以用简单的数值方法近似，而勒贝格积分却要求更为复杂的测度
构造？

• 在某些特殊情形下，是否存在一种“中间型”的积分定义，既保留黎曼积分的直观性，又
具有勒贝格积分的完备性？

• 从范畴论的角度出发，能否将积分过程形式化为某种自然变换，使得不同积分定义之间
的关系一目了然？

对于这些问题，我突发奇想，也许可以在未来的学习中逐步探讨，但目前我的认识还很有限，

只能写下这些疑问以供日后参考。

6 其他相关问题与补充知识

在这部分，我将讨论一些与积分理论密切相关的其他知识和问题，力图构建一个较为全

面的知识体系，使得对比黎曼积分和勒贝格积分不仅仅停留在定义和性质上，而是延伸到更

多应用和理论联系中。

6.1 积分与级数的关系探讨

我们知道，积分和级数在数学中都是累加思想的体现。事实上，在某些情况下，积分可

以看作是级数的连续推广。比如，黎曼和积分的思想就类似于将离散求和推广到连续区间上。

然而，级数与积分之间并非完全等价，其差异在于级数求和的收敛性问题和积分求和的可积



6 其他相关问题与补充知识 10

性问题。在这一过程中，我猜测二者之间存在某种统一的理论框架，能够解释为什么某些级

数对应的函数在积分意义下具有良好性质，而某些则不然。

6.2 Fourier 分析中的积分应用

在傅里叶分析中，积分理论扮演着极其重要的角色。傅里叶变换的定义本质上就是对函

数进行积分转换，而在证明傅里叶逆变换时，极限交换问题又一次出现。对于这类问题，勒

贝格积分提供了坚实的理论支持，确保了变换过程中的极限交换合法性。记得有一次我在学

习傅里叶级数时，发现很多公式都依赖于某种积分交换的正当性证明，这让我更加坚定了深

入理解勒贝格积分的必要性。

6.3 概率论中的应用

概率论中的期望、方差等概念均依赖于积分的定义。传统上，若随机变量的分布函数是

绝对连续的，其期望可以表示为

E[X] =

∫ +∞

−∞
xf(x) dx.

这里，f(x) 为概率密度函数。而如果随机变量的分布中含有离散部分或者奇异连续部分，黎

曼积分显然无法涵盖这种情况，而勒贝格积分则完美解决了这一问题。这也是概率论中广泛

采用勒贝格积分作为理论基础的原因之一。同学们，这里我们可以看到，不同的数学分支在

面对相同问题时，选择的工具往往各有侧重，而勒贝格积分由于其完备性和灵活性，在现代

概率论中具有无可替代的地位。

6.4 函数空间与积分算子

从泛函分析的角度看，积分不仅仅是一个数值，它更是一个从某个函数空间到实数或复

数域的线性算子。例如，我们可以将积分看作是 Lp 空间中的一个连续线性泛函。这一观点使

得积分理论与希尔伯特空间、巴拿赫空间的理论紧密联系在一起。在这一过程中，我们需要

借助黎斯表示定理等工具，讨论如何将一个连续线性泛函表示为积分形式。虽然这些内容超

出了高中阶段的知识范围，但对于理解积分本质却提供了更高的视角。
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6.5 数值计算中的误差分析

无论是黎曼积分还是勒贝格积分，在实际数值计算中都不可避免地涉及误差问题。对于

黎曼积分来说，由于分割的粗细直接影响到结果的精度，因此误差往往与分割网格的最大长

度有关。而在勒贝格积分中，由于积分过程涉及到测度的逼近，误差分析则需要考虑测度逼

近的不确定性。尽管这些分析在理论上非常复杂，但它们在数值计算中起着至关重要的作用。

对此，我曾在 Matlab 中编写程序模拟过简单函数的积分过程，结果显示在某些极端情况下，
误差的累积效应远比预期的要大。这一现象促使我进一步思考如何改进数值算法，以更好地

适应不同积分定义下的计算需求。

6.6 扩展到复分析与多变量积分

虽然本笔记主要讨论实变函数的积分，但在复分析和多变量积分中，同样存在类似的问

题。复分析中的柯西积分公式、留数定理等都涉及积分概念，而多变量积分则需要考虑体积、

曲面积分等更为复杂的情况。在这些领域中，测度论同样发挥着重要作用。例如，多变量勒

贝格积分为我们提供了一种统一处理多维积分的方法，解决了传统黎曼积分在高维空间中不

适用的问题。这里我猜测，未来若能进一步推广这种思想，可能会对解决非欧几里德空间中

的积分问题提供全新的视角。

6.7 历史沿革与理论演进的思考

最后，让我们简单回顾一下积分理论的发展历程。黎曼积分作为最早被广泛接受的积分

定义，在十九世纪得到了系统的发展；而随着数学分析和集合论的进步，勒贝格积分在二十

世纪初被提出，并迅速成为现代分析的基础。虽然从表面上看，两者只是对“面积”的不同定

义，但实际上，它们代表了数学家对连续性、极限与集合的理解不断深入的过程。这种演进

不仅推动了积分理论本身的发展，同时也催生了概率论、泛函分析、拓扑学等众多新领域。

正因为如此，每次我在比较这两种积分定义时，总觉得自己仿佛在穿越时空，与古今数

学家的智慧对话。尽管在理解过程中我曾迷茫、曾怀疑，但正是这些试探与探索构成了我学

习数学的宝贵经历。

7 经典例题与讨论

下面给出几个经典的例子，以帮助大家更好地理解黎曼积分与勒贝格积分之间的差异，并

进一步激发思考。
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7.1 例题一：狄利克雷函数的不可积性

考虑函数

f(x) =

1, x ∈ Q ∩ [0, 1],

0, x ∈ [0, 1] \Q.

在黎曼积分的定义下，我们可以证明对任意分割 P，都有

L(P, f) = 0, U(P, f) = 1,

因此
∫ 1

0
f dx−

∫ 1

0
f dx = 1，说明 f 不可积。而在勒贝格积分的框架下，由于有 µ(Q∩ [0, 1]) = 0，

故可知 ∫ 1

0

f dx = 0.

这一例子生动地展示了两种积分方法在处理“病态”函数时的不同表现。同学们不妨自己试

着证明这一结论，同时思考其背后反映出的理论本质。

7.2 例题二：函数序列极限与积分交换问题

设函数列 {fn} 定义为

fn(x) =

n, x ∈
[
0, 1

n

]
,

0, 其他,

则对任意 n， ∫ 1

0

fn(x) dx = 1.

然而，当 n → ∞ 时，limn→∞ fn(x) = 0 对几乎处处成立，但∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x) dx = 0.

这里，我们正好看到了极限与积分交换失败的例子。利用勒贝格积分的受控收敛定理可以解

释这种现象，同时也强调了在应用积分理论时需要格外注意函数序列的性质。我突发奇想，也

许可以将这一例子推广到其他更复杂的情形，探讨极限交换条件的必要性与充分性。

7.3 例题三：简单函数逼近的具体构造

设 f(x) = x2 在区间 [0, 1] 上，我们希望通过简单函数序列 {φn} 逼近 f。一种常见的方

法是将 [0, 1] 均匀分成 n 个小区间，在每个区间上取函数的左端点值构造简单函数：

φn(x) =
n−1∑
i=0

(
i

n

)2

χ[ i
n
, i+1

n )(x).
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可以证明，随着 n → ∞，φn(x) ↑ f(x) 且

lim
n→∞

∫ 1

0

φn(x) dx =

∫ 1

0

f(x) dx.

这一构造过程不仅是勒贝格积分定义的具体实现，同时也让我们看到了如何将理论转化为具

体计算。我猜测，对某些较为复杂的函数，也可以采用类似的方法，只是需要更加精细的分

割和构造技术。
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